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Kapitel 10

Die pradikatenlogische
Semantik

Wir wollen nun alle wichtigen semantischen Begriffe, die wir bereits in der Aus-
sagenlogik kennengelernt haben, auf die Sprache der Pridikatenlogik erwei-
tern. Zum Beispiel ben6tigen wir wieder einen Begriff der logischen Giiltigkeit,
auf dessen Basis wir — nach vollzogener prédikatenlogischer Représentation —
die Argumente

e Beispiel 1:

Alle Osterreicher sind Européer.

Heinz Fischer ist Osterreicher.

Also ist Heinz Fischer Européer.
e Beispiel 2:
Alle Osterreicher sind blond.

Heinz Fischer ist Osterreicher.
Also ist Heinz Fischer blond.

als logisch giiltig herausbekommen werden, die Argumente
e Beispiel 3:

Alle Osterreicher sind Europier.

Barack Obama ist kein Osterreicher.

Also ist Barack Obama kein Européer.
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e Beispiel 4:

Alle Osterreicher sind Europier.

Horst Seehofer ist kein Osterreicher.

Also ist Horst Seehofer kein Européer.

jedoch als logisch ungiiltig.

Wie schon in der Aussagenlogik wird sich herausstellen, dass die Giiltigkeit
von Argumenten nicht davon abhéngt, ob darin lauter tatséichlich wahre Satze
vorkommen. Denn in den Beispielen 1 und 8 sind alle darin vorkommenden
Sétze wahr. Dennoch wird sich Beispiel 1 als logisch giiltig, Beispiel 3 hinge-
gegen als logisch ungiiltig erweisen. In den Beispielen 2 und 4 kommen auch
falsche Sétze vor. Beispiel 2 und 4 unterscheiden sich jedoch: Wéahrend in Bei-
spiel 4 alleine die Konklusion falsch ist, ist in Beispiel 2 eine der Priamissen
falsch. Das Argument 2 ist dennoch — wie sich herausstellen wird — giiltig,
wihrend das Argument 4 ungiiltig ist. Denn wie schon in der Aussagenlo-
gik verlangen wir von einem logisch giiltigen Argument, dass die Wahrheit
samtlicher Pramissen die Wahrheit der Konklusion “erzwingt”. Giiltige Argu-
mente sind notwendigerweise wahrheitsbewahrend.

Um dies préziser fassen zu kénnen, miissen wir nun, wie bereits in der Aus-
sagenlogik erfolgt, eine Weise entwicklen, alle (oder zumindest alle geschlos-
senen) Formeln mit Wahrheitswerten zu bewerten. Wir konnen dabei nicht
einfach die Methode der Wahrheitstafeln bzw. die Definition von aussagen-
logischen Bewertungen direkt in die prédikatenlogische Semantik iibertragen,
weil weder die Wahrheitstafeln noch die aussagenlogischen Bewertungen etwas
iiber die sprachlichen Neuerungen der Pradikatenlogik — die “feinktrnigeren”
atomaren Formeln und die quantifizierten Formeln — zu sagen wissen. Ausser-
dem konnte eine Formel wie Vo P(x) tiber unendlich viele Individuen quantifi-
zieren, sodass wir dann entsprechend vermutlich eine unendlich grofle “Wahr-
heitstafel” zur Bewertung einer solchen Formel heranziehen miissten, und es
gar nicht mehr so klar wére, wie eine solche Wahrheitstafel anzuwenden wire.
Wir werden daher eine neue Semantik fiir die Pradikatenlogik entwickeln, die
den Feinheiten der priadikatenlogischen Sprache gerecht werden wird, die aber
zugleich die semantischen Regeln der Aussagenlogik fiir die aussagenlogischen
Junktoren iibernehmen wird.

Wie wir wissen, entsprechen in der Préadikatenlogik den Aussagenvariablen
die atomaren Formeln: Diese sind die “kleinsten” Formeln der Priadikatenlogik.
In unserer neuen préadikatenlogischen Semantik werden jedoch den atoma-
ren Formeln nicht einfach Wahrheitswerte zugeordnet werden, sondern deren
Wahrheitswert wird davon abhéngen, was die Fxtension des Priadikates und
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die Referenz der singuldren Terme sein werden, die in der Formel vorkom-
men. Wir werden also die syntaktische Struktur der atomaren Formeln bei der
Festlegung der Wahrheitswerte fiir diese beriicksichtigen. Der Satz

o Sokrates ist ein Mensch

wird — wie wir wissen — in der Pridikatenlogik wie folgt reprasentiert:
o M(s)

Um nun festzustellen, ob diese Formel — und dann der von ihr reprisentierte
Satz — wahr ist, miissen wir betrachten, ob das Referenzobjekt (das Bezugs-
objekt, das Denotat) der Individuenkonstante s in der Extension (dem Be-
griffsumfang) des Priadikatzeichens M liegt. Dabei ist das Referenzobjekt von
s einfach der Gegenstand bzw. die Person Sokrates, und die Extension von M
die Menge aller Menschen. Da Sokrates tatséchlich ein Element der Menge der
Menschen ist, ist die Formel wahr.

Betrachten wir nun einen atomaren Satz mit einem zweistelligen Prédikat:

o 3 ist groBer als 2.
Die préadikatenlogische Form dieses Satzes ist:
e G(a,b).

Uberlegen wir uns zuerst, was die Extension des zweistelligen Pridikats G ist.
Offensichtlich kann dies nicht einfach eine beliebige Menge von Gegenstéinden
sein, da ja bei der Verwendung dieses Pradikats immer von zwei Gegenstédnden
die Rede ist — in unserem Fall von den Zahlen 3 und 2. Dies nétigt uns dazu, die
Extension eines zweistelligen Pradikats immer als eine Menge von geordneten
Paaren von Gegenstinden zu betrachten — in unserem Falle als die Menge aller
Paare, deren erstes Glied grofler als das zweite Glied ist. In dieser Menge ist
natiirlich auch das Paar bestehend aus der Zahl 3 und der Zahl 2 enthalten:

(3,2)

Wir verwenden also in unserer Metasprache eckige Klammern wie ‘(" und ‘)’
zur Bezeichnung von geordneten Paaren.

Analog finden sich in dieser Menge die Paare (4,2), (5,2), (6,2), auch die
Paare (19, 7), (10005, 22) und unendlich viele mehr, nicht aber zdhlen die Paare
(2,4) oder (4,4) oder (5000,10000) zur Extension von G. Da a die Zahl 3
bezeichnet, b die Zahl 2, und (3,2) ein Element der Extension von G ist, ist
unsere atomare Formel G(a,b) von oben wahr unter dieser Interpretation.
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208 KAPITEL 10. DIE PRADIKATENLOGISCHE SEMANTIK

Analog betrachten wir die Extension eines dreistelligen Pradikates als eine
Menge von Tripel, die Extension eines vierstelligen Prédikates als eine Menge
von Quadrupel, und allgemein betrachten wir die Extension eines n-stelligen
Pridikates als eine Menge von n-Tupel der Form

(di,da, ..., dn)

wobei di,do, . .., d, irgendwelche Objekte sind, die in diesem n-Tupel in eine
bestimmte Reihenfolge gebracht wurden. Es ist dabei auch moglich, dass ein
und dasselbe Objekt zum Beispiel zugleich an der ersten und an der vierten
Stelle innerhalb eines n-Tupels auftritt. Bei solchen “geordneten Mengen” —
und um nichts anderes handelt es sich bei einem n-Tupel — sind also diese zwei
Eigenschaften wichtig:

1. Die Elemente sind geordnet, d.h.: Sie haben einen fixen ihnen zugeord-
neten Platz im n-Tupel.

2. Die Elemente konnen mehrfach vorkommen.

Wie wir solche geordnete Tupel in der Mengenlehre definieren kénnen, soll uns
hier nicht interessieren, wir wollen hier nur darauf verweisen, dass dies sehr
wohl mdglich — und nicht einmal sonderlich kompliziert — ist.

Sobald die Wahrheitswerte der atomaren Formeln durch Angabe der Be-
zugsobjekte fiir die singuldren Terme und durch Angabe der Extensionen
fiir die Préadikate festgelegt sind, werden die Wahrheitswerte von Negations-,
Konjunktions-, Diskunktions-, Implikations- und Aquivalenzformeln genauso
“errechnet” wie in der Aussagenlogik. Wir geben hier nur ein Beispiel: Der
Satz

e Descartes ist Philosoph, aber Shakespeare ist keiner.

wird wie folgt représentiert:
e P(d) A —P(s)

Um den Wahrheitswert fiir diesen Satz zu berechnen, miissen wir zuerst die
Wahrheitswerte der Teilsdtze berechnen: Das erste Konjunkt ist atomar, und
da das Pridikat dieses Konjunkts einstellig ist, miissen wir nur “nachsehen”,
ob das Denotat von d in der Extension von P liegt, was tatséchlich der Fall
ist. Das erste Konjunkt ist also wahr. Das zweite Konjunkt ist eine Negations-
formel, die einen atomaren Satz negiert, wir miissen daher zuerst wieder den
Wahrheitswert des atomaren Satzes berechnen. Da das Denotat von s nicht
in der Extension von P liegt, ist die atomare Formel falsch und somit die
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Negationsformel wahr. Da beide Konjunkte wahr sind, ist auch die gesamte
Konjunktionsformel wahr.

Alleine die Existenz- und Allformeln miissen wir noch gesondert behandeln.
Betrachten wir zuerst einen Existenzsatz und dessen logische Form:

e Es gibt Menschen
o JxM(x)

Wir wollen eine solche Formel genau dann als wahr betrachten, wenn es min-
destens einen Gegenstand in der Extension von M gibt.
Entsprechend: Betrachten wir den Allsatz

o Alles ist raumzeitlich
o VzR(x)

Diesen Satz werden wir genau dann als wahr bewerten, wenn alle Gegenstande
in der Extension von R liegen. Es wird sich dabei als niitzlich erweisen, sich
eine Menge von Gegensténden — einen Gegenstandbereich (Definitionsbereich,
Universum) — vorzugeben, aus dem die moglichen Werte von Variablen wie x zu
entnehmen sind. Relativ zu einem solchen vorgegebenen Gegenstandsbereich
heifit ‘es gibt’ dann eigentlich ‘es gibt im Gegenstandsbereich’ und ‘fiir alle’
heifit eigentlich ‘fiir alles im Gegenstandsbereich’.

Wihrend einfach gestrickte quantifizierte Sétze obiger Art semantisch noch
sehr einfach zu behandeln sind, bedarf die Formulierung allgemeiner semanti-
scher Regeln fiir quantifizierte Formeln — in denen eventuell Verschachtelungen
der Art VW, V3, 3V, 33 oder YVV, VV3 usw. auftreten kénnen — ein wenig “tech-
nischer” Arbeit. Insbesondere werden wir uns damit beschéftigen miissen, wie
man mehreren Variablen, die zu verschiedenen Quantorausdriicken gehoren,
zugleich Werte zuordnen kann. Wie die Wahrheitswerte von Existenz- und
Allformeln letztlich genau bestimmt werden, werden wir bald sehen, und wir
werden bereits in der néichsten Sektion eine weitere theoretische Rolle ken-
nenlernen, die die Gegenstandbereiche in der priadikatenlogischen Semantik
iibernehmen.
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10.1 Pradikatenlogische Interpretationen

Wir haben festgestellt, dass wir in der Semantik der Priadikatenlogik nicht ein-
fach eine Zuordnung von Wahrheitswerten zu den atomaren Formeln benétigen,
mit deren Hilfe sodann die Wahrheitswerte fiir die komplexen Formeln berech-
net werden konnen, sondern vielmehr eine Zuordnung von Bezugsobjekten zu
den Individuenkonstanten — und auch eine Zuordnung von Werten zu den Indi-
viduenvariablen — sowie von Extensionen zu den Pradikaten gefragt ist. Wenn
wir dies zundchst einmal fiir Individuenkonstanten und Prédikate bewerkstel-
ligen wollen, so miissen wir immer auch angeben, was denn iiberhaupt ein Ge-
genstand ist, der als Extension einer Individuenkonstante fungieren kann bzw.
der in der Extension eines Pradikatzeichens vorkommen kann; d.h. wir miissen
zuséitzlich auch den bereits am Ende der letzten Sektion erwéhnten sogenann-
ten Gegenstandsbereich angeben — das ist jene Menge von Gegenstédnden, iiber
die wir bei einer gegebenen Zuordnung der Bezugsobjekte, der Extensionen
und schliefllich der Wahrheitswerte sprechen wollen. Nur die Gegenstidnde im
Gegenstandsbereich kénnen von den singuldren Termen benannt werden, und
nur sie diirfen in den Extensionen der Pradikate vorkommen.

Stellen wir uns vor, wir haben uns ein Alphabet einer priadikatenlogischen
Sprache zu einem bestimmten Formalisierungszweck fix vorgegeben. Formal
beginnen wir dann unsere Semantik der Pridikatenlogik wie folgt:

e J ist eine prddikatenlogische Interpretation gdw J ein Paar der Form
(D, @) ist, so dass gilt:

1. D ist eine nicht-leere Menge von Objekten (formal: D # @),

2. fiir alle Individuenkonstanten ¢ gilt: ¢(c) ist ein Element von D
(formal: ¢(c) € D),

3. fiir alle n-stelligen Pradikate P™ gilt: ¢(P"™) ist eine Menge von
n-Tupeln von Objekten in D (formal: ¢(P™) C D").

Eine préadikatenlogische Interpretation besteht somit aus einem nicht-leeren
Gegenstandsbereich D und einer Interpretationsfunktion ¢ (sprich: “fi”). D
wird in der klassischen Logik u.a. deshalb als nicht leer vorausgesetzt, weil
in der klassischen Logik (wie schon erwihnt) fiir alle singuldren Terme vor-
ausgesetzt wird, dass diese etwas bezeichnen; was immer sie bezeichnen, muss
ein Element des Gegenstandsbereiches D sein, weshalb dann auch D als nicht
leer vorausgesetzt werden muss. Interpretationsfunktionen sind Funktionen,
so wie frither auch die aussagenlogischen Interpretationen Funktionen waren.
Hier aber sind Interpretationsfunktionen solche Funktionen, die den Individu-
enkonstanten jeweils einen Gegenstand aus D zuordnen und jedem n-stelligen
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Pradikat (fiir n =1,2,3,...) jeweils eine Menge von n-Tupeln von Elementen
von D zuordnen. Mit
D" (=D x...x D)
n-mal

meint man dabei einfach die Menge aller moglichen n-Tupel von Elemen-
ten von D. Auf diese Weise wird allen deskriptiven Zeichen (nicht beispiels-
weise den Individuenvariablen) des pridikatenlogischen Alphabets durch ei-
ne Interpretation eine Bedeutung gegeben. Prédikatenlogische Interpretatio-
nen interpretieren somit denjenigen Teil des Alphabets einer vorgegebenen
pradikatenlogischen Sprache, der den Eigennamen und den generellen Termen
der natiirlichen Sprache nachgebildet ist. Das ist die Basis fiir die spétere
“Berechnung” der Wahrheitswerte der priadikatenlogischen Formeln.

10.2 Variablenbelegungen

Um allen Formeln Wahrheitswerte zuordnen zu kénnen, miissen wir nun auch
noch eine Moglichkeit finden, Individuenwvariablen Werte zuzuordnen. Erstens
wird es damit moglich werden, Formeln, in denen Individuenvariablen frei
vorkommen — also den offenen Formeln — relativ zu einer solchen Variablenbe-
legung einen Wahrheitswert zuzuschreiben: Die offenen Formeln, die ansonsten
ja nicht ohne weiteres wahrheitswertfihig wéren, werden sich damit zumindest
im Kontext einer Variablenbelegung ganz dhnlich den geschlossenen Formeln
verhalten. Zweitens werden wir die Variablenbelegungen benétigen, um die
semantischen Regeln fiir unsere beiden Quantoren 3 und V formulieren zu
konnen.

In einer Interpretation wird nur den Individuenkonstanten sowie den Pradi-
katen ein semantischer Wert zugeordnet. Die Intuition, die dahinter steckt, ist
die, dass diese Symbole eine fixe, also konstante, Bedeutung haben, wihrend
Individuenvariablen eben eine “variable Bedeutung” haben. Diese variable Be-
deutung fingt man nun mit den sogenannten Variablenbelegungen ein. Ei-
ne Variablenbelegung o (sprich: “sigma”) fiir einen Gegenstandsbereich D,
der mit einer prédikatenlogischen Interpretation mitgegeben ist, ist dabei eine
Funktion, die den Individuenvariablen ein beliebiges Denotat aus D zuordnet:

e Eine Variablenbelegung o unter einer Interpretation J = (D, ¢) ist eine
Funktion, die jeder Individuenvariable v ein Element d in D zuordnet.

Zum Beispiel ist folgende Funktion eine Variablenbelegung unter jeder Inter-
pretation, deren Gegenstandsbereich die Menge der natiirlichen Zahlen ist:

T2
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To >4
T3 +— 6

Tg > 8

Aber auch dies wire eine Variablenbelegung, die zum Gegenstandsbereich der
natiirlichen Zahlen “passt”,
T, +— 12

To > 12
T3 +— 12

Ty > 12

und es gibt unendlich viele weitere Variablenbelegungen, die den Individuen-
variablen auf welche Art und Weise auch immer natiirliche Zahlen als Werte
zuordnen. (Ja es gibt sogar unendlich viele Variablenbelegungen unserer un-
endlich vielen Individuenveriablen, wenn der vorgegeben Gegenstandsbereich
nur endlich viele Elemente aufweist!)

Aus praktischen Griinden wollen wir nun auch noch — gegeben eine pri-
dikatenlogische Interpretation J = (D, ) — jede vorgegebene Interpretati-
onsfunktion ¢ und jede Variablenbelegung o (unter J) in einer Funktion ¢,
zusammenfassen, die auf alle singuléren Terme — egal ob Individuenkonstante
oder Individuenvariable — anwendbar ist:

e Sei 3 = (D, p) eine pridikatenlogische Interpretation und sei o eine
Variablenbelegung unter J; dann sei ¢, folgendermaflen festgelegt:
1. fiir alle Individuenkonstanten c: ¢, (c) = ¢(c), und
2. fiir alle Individuenvariablen v: ¢, (v) = o(v).
Hier ist ein Beispiel fiir eine simple Interpretation fiir eine Sprache mit

genau drei Individuenkonstanten a, b, c und genau zwei Priadikaten G und M,
die beide einstellig sein sollen:

e J=(D,y)
e D=1{1,2,3},
® p(a)=1,
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* p(b) =2,
e o(c) =3,
* o(G) ={2},
e p(M)=0.

a, b und c fungieren also jeweils als Eigenamen der Zahlen 1, 2 und 3. G kénnte
man intuitiv so verstehen, dass es fiir ‘... ist eine gerade Zahl’ steht, und M
konnte man so erklédren, dass es fiir ‘... ist ein Mensch’ steht: Die einzige
gerade Zahl in D ist 2, weshalb die Extension von G gerade {2} ist, wihrend
sich als Extension von M die leere Menge ergibt, da sich kein Mensch unter
den Elementen von D findet.

Mogliche Variablenbelegungen kénnen wir uns etwas platzsparender als vor-
her durch die folgenden Folgen von Zahlen veranschaulichen, wobei der Wert
der Variable x; durch die Zahl an der i-ten Stelle angegeben wird:

Variablenwerte

e 01 =1,2,3,1,2,3,1,2,3,...

e 0y=1,1,1,1,1,1,1,1,1,...
e 03=2,3,1,2,3,1,2,3,1,...
o

Als ist, z.B., 0‘1(.1‘1) =1, 0'1(312) = 2, 01(33‘4) =1, 0'2(1'1) =1, 02($2) =1,
03(331) = 2, 0'3(.732) = 3 usw.
Und die entsprechenden ¢, kénnten dann wie folgt veranschaulicht werden:

Konstantenwerte Variablenwerte
,—/\\
e ooy = 1,23 1,2,3,1,2,3,1,2,3,...
Konstantenwerte Variablenwerte
—~
e 0o, = 1,23 1,1,1,1,1,1,1,1,1,...
Konstantenwerte Variablenwerte
——
e 0o, = 1,2,3 2,3,1,2,3,1,2,3,1,...

Diese Folgen werden sozusagen durch die Individuenkonstanten und -variablen,
welche selbst ja durchnummeriert sind, “generiert”. Diese “zusammenfassen-
den” Funktionen ¢, werden im folgenden die Rolle der “Bedeutungszuord-
nung” fiir die singuldren Terme — egal ob konstante oder variable — iibernehmen.
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10.3 Wahrheit und Falschheit

Nun haben wir die Voraussetzungen geschaffen, um festlegen zu kénnen, wel-
che Formeln relativ zu einer Interpretation wahr und welche Formeln relativ
zu einer Interpretation falsch sind. Ohne entsprechende Interpretation wére
eine Formel ja nur ein syntaktisches Gebilde ohne Bedeutung, dem man nicht
sinnvoll einen Wahrheitswert zuordnen koénnte.

Wir erreichen dies letztlich genauso wie in der Aussagenlogik, indem wir
schlussendlich jede Formel entweder mit dem Wert w oder mit dem Wert
f bewerten. Wenn wir jedoch allen Formeln, also auch den offenen, einen
Wahrheitswert zuordnen wollen, so konnen wir dies nicht einfach nur auf Basis
der Interpretationsfunktion ¢ tun, sondern wir miissen dabei immer auch eine
Variablenbelegung o beriicksichtigen. Wir schreiben also vorerst wieder

©o(A)

und meinen damit den Wahrheitswert der Formel A in der Interpretation
J = (D, p), gegeben die Variablenbelegung o. Dass wir dabei wieder dassel-
be Symbol ‘¢, wie in der letzten Sektion verwenden, soll uns nicht stéren —
im Gegenteil, es wird bequem sein, moglichst wenige neue formale Zeichen in
der Metasprache einfithren zu miissen, und es wird ja aus dem Kontext her-
aus vollig klar, ob ¢, auf einen singuldren Term oder eine Formel angewandt
wird. Dessen eingedenk, kénnen wir unsere Bewertungsfunktion nun wie folgt
festlegen:

Sei 3 = (D, ) eine préadikatenlogische Interpretation und sei o eine
Variablenbelegung unter J.

Eine prddikatenlogische Bewertung (relativ zu J und o) ist eine Funk-
tion ., die auf allen singuldren Termen so definiert ist, wie in der
letzten Sektion erkldrt, und die zudem jeder Formel in der Menge F
der pradikatenlogischen Formeln einer vorgegeben prédikatenlogischen
Sprache einen der Wahrheitswerte w und f zuordnet, sodass gilt:

Loog(P(t1, ... tn)) = w gdw (ps(t1),. .., Po(tn)) € 9(P™)1,
2. po(—A) = w gdw ¢, (A) = f,

3. 9o ((AAB)) = w gdw ¢o(A) = ¢o(B) = w,

4. v-((AV B)) =w gdw ¢,(A) = w oder p,(B) = w,

Tm Falle von atomaren Sitzen der Bauart P(t) identifizieren wir die “1-Tupel” (d)
einfach mit d, so dass Extensionen von einstelligen Priadikaten nach wie vor Mengen von
Gegenstidnden aus D sind, und nicht Mengen von 1-Tupeln von Gegenstdnden aus D.
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5. ¢o((A— B)) =w gdw (PJ(A) = f oder ¢, (B) = w,
6. o ((A ¢ B)) = w gdw ¢o(A) = ¢, (B),

7. ¢-(VvA) = w gdw fiir alle Variablenbelegungen ¢’ unter J gilt:
Wenn ¢’ eine v-Variante von o ist, dann ¢,/ (A) = w,

8. vs(FvA) = w gdw es eine Variablenbelegung ¢’ unter J gibt, sodass
gilt: o’ ist eine v-Variante von o und ¢,/ (A4) = w.

Wenn J = (D, ) und ¢,(A) = w, dann sagen wir, dass A wahr ist in der Inter-
pretation J unter der Variablenbelegung o unter J; im Falle ¢, (A) = f nennen
wir A natiirlich falsch in der Interpretation J unter der Variablenbelegung o
unter J.

Dazu ist noch zu erkléren:

e Seien 0,0’ Variablenbelegungen unter einer Interpretation J:

o’ ist eine v-Variante einer Variablenbelegung o gdw fiir alle Individu-
envariablen v/, sodass v' # v, gilt: ¢/(v') = o(v').

Eine v-Variante stimmt also jedenfalls beziiglich aller Individuenvariablen au-
Ber v mit der urspriinglichen Variablenbelegung iiberein — und vielleicht sogar
auch beziiglich v, das Letztere muss jedoch nicht der Fall sein. Somit ist al-
so auch jede Variablenbelegung eine v-Variante ihrer selbst (beziiglich einer
beliebigen Individuenvariable v):

e Fiir alle Variablenbelegungen o unter einer Interpretation J und alle
Individuenvariablen v gilt: ¢ ist ebenfalls eine v-Variante von o.

Im Kontext der vorgegebenen Interpretation J = (D, ¢) bilden natiirlich al-
le Variablenbelegungen o,0”, ... jede unserer Individuenvariablen in den Ge-
genstandsbereich D ab. Auf diese Weise geht der Gegenstandsbereich in die
Semantik der Quantoren ein.

Veranschaulichen wir dies anhand des Beispiels aus der letzten Sektion: Un-
sere priadikatenlogische Sprache war gegeben durch drei Individuenkonstanten
a, b, c und zwei einstellige Pradikaten G und M, die folgendermaflen interpre-
tiert wurden:

e J= <D790>)
° D:{1,2,3},
hd (p(a) =1, gp(b) =2, (p(C) =3, (p(G) = {2}7 QO(M) =4d.

Und bei den Variablenbelegungen betrachteten wir:
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Variablenwerte

e 01 =1,2,3,1,2,3,1,2,3,...

e oy =1,1,1,1,1,1,1,1,1,. ..
e 03=23,1,231,231,...

Beginnen wir bei den atomaren Formeln. Diese kénnen auch Individuenva-
riablen enthalten und diese Variablen kommen dann natiirlich frei vor, da ja
in atomaren Formeln keine Quantoren vorkommen. Wir hatten urspriinglich
gesagt, dass offene Formeln “eigentlich” nicht wahr oder falsch sein kénnen,
denn sie behaupten ja nichts iiber irgendein wohlbestimmtes Objekt, und so-
mit erhalten sie auch keinen Wahrheitswert. Der Grund dafiir, dass wir in un-
seren Wahrheitsbedingungen den offenen Formeln nun doch Wahrheitswerte
zuordnen, ist, dass wir dabei eine Variablenbelegung “festhalten”, die Varia-
blen mit bestimmten Werten oder Bezugsobjekten versehen. Die Variabilitét
der Werte der Variablen wird dann erst durch die Vielfalt der vorhandenen
Variablenbelegungen gewihrleistet. Alle diese vielen verschiedenen Variablen-
belegungen lassen aber jedenfalls die Individuenkonstanten “in Ruhe”, da sie
ja nicht fiir diese definiert sind und auch keinen semantischen Einfluss auf die
Referenz der Individuenkonstanten besitzen. Dies erkennt man auch an dem
obigen Beispiel. Es gilt etwa:

* 05, (G(b) = w,
® ¥5,(G(D) = w,
® 053(G(D) = w,

Tatséchlich wird der Formel G(b) unter jeder Variablenbelegung o der Wert w
zugeordnet. Dies folgt unmittelbar aus unserer semantischen Regel fiir atomare
Formeln, da ja nach der Angabe von ¢ gilt, dass ¢,(b) € ¢(G): Denn ¢, (b)
ist die Zahl 2, ¢(G) ist die Menge {2}, und 2 ist ein Element von {2}.

Genauso wird auch der atomaren Formel G(a) unter jeder Variablenbele-
gung der Wert f zugeordnet. Aussagenlogische Zusammensetzungen solcher
atomaren Formeln werden dann gemifl der bereits wohlbekannten semanti-
schen Regeln fiir die aussagenlogischen Junktoren bewertet. Zum Beispiel wird
der Negation der Formel G(b) — also der Formel =G (b) — dann der Wert f zu-
geordnet. Usw.

Ersetzen wir jedoch die Individuenkonstante b in G(b) durch eine Individu-
envariable — etwa x —, so erhalten wir:

* 5, (G(z)) = f,
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* o, (G(z)) = f,
* o3 (G(2)) = w.

Die Variable z ist ja nichts anderes als die Variable x1, deren Wert unter einer
Variablenbelegung o das Objekt o(xz1) ist. Im Falle von o1 und o ergibt sich
dabei der Wert 1 — denn o1(z1) = o2(x1) = 1 — wéhrend der Wert von z;
geméifl der Variablenbelegung o3 die Zahl 2 ist. Aus der semantischen Regel
fiir atomare Formeln ergeben sich dann sofort die obigen Wahrheitswerte von
G(x) unter o1, o9 und o3. Es gibt also Variablenbelegungen, unter denen die
Formel G(x) wahr ist, und andere Variablenbelegungen, unter denen diese
Formel nicht wahr ist. Alles, was wir hier gesagt haben, lisst sich direkt auch
auf die Bewertung von atomaren Formeln mit zweistelligen, dreistelligen, usw.
Prédikaten iibertragen, allerdings haben wir es mit solchen in unserer einfachen
Beispielssprache von oben gar nicht zu tun.

Betrachten wir nun Beispiele mit Quantoren: Fiir alle Variablenbelegungen
o gilt

e ., (JxG(x)) = w.

Dies folgt aus der Anwendung unserer semantischen Regel fiir existentiell quan-
tifizierte Formeln. Denn wann immer wir eine Variablenbelegung o betrachten,
so finden wir mindestens eine x-Variante o’ von ihr, so dass ¢,/ (G(z)) = w.
Wir brauchen dabei immer nur den Gegenstand, der durch die Variablen-
belegung o der Individuenvariable x zugeordnet wird, durch die Zahl 2 zu
“ersetzen” (und alle anderen Werte von o unverdndert zu lassen), und G(z)
wird dann wie vorher bei o3 als wahr herauskommen. Dass ein solches ¢’ im-
mer noch eine Variablenbelegung iiber unserer Interpretation J von oben ist,
liegt daran, dass die Zahl 2 in der Tat ein Element des von uns gewéhlten
Gegenstandsbereiches D ist. JxG(x) stellt sich unter der pridikatenlogischen
Interpretation J und einer beliebigen Variablenbelegung o als wahr heraus,
weil es wenigstens ein Objekt in D gibt, das G ist, d.h., das in der Menge {2}
liegt.
Schlielich gilt auch Folgendes: Fiir alle Variablenbelegungen o,

* oo (V2G(z)) = f.

Dies folgt nun aus der Anwendung unserer semantischen Regel fiir universell
quantifizierte Formeln. Denn wann immer wir eine Variablenbelegung betrach-
ten, so finden wir unter all ihren z-Varianten mindestens eine Variablenbele-
gung o', so dass ¢,/ (G(z)) = f. Um ein solches ¢’ zu gewinnen, ordne man
einfach der Variable x irgendetwas anderes als den Gegenstand 2 zu — etwa die
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Zahl 1 oder die Zahl 3, die ja beide ebenfalls im obigen Gegenstandsbereich D
liegen — und schon wird G(z) wie vorher bei 1 oder oy als falsch herauskom-
men. VzG(x) stellt sich unter der pradikatenlogischen Interpretation J und
einer beliebig gewidhlten Variablenbelegung o als falsch heraus, weil es nicht
der Fall ist, dass alle Objekte in D G sind, d.h., in der Menge {2} liegen.

Die Formeln 32G(x) und VzG(x) sind geschlossene Formeln. Solche Formeln
haben, wie wir an unseren beiden Beispielsformeln gesehen haben, beziiglich
ihrer Wahrheit oder Falschheit eine besondere Eigenschaft: Sie sind unabhdngig
von den Variablenbelegungen entweder “immer” wahr oder “immer” falsch,
oder genauer:

e Fiir alle Formeln A gilt:
Wenn A geschlossen ist, dann gilt fiir alle Interpretationen J = (D, ¢):

1. Wenn es eine Variablenbelegung o unter J gibt, so dass ¢,(A) = w,
dann gilt fiir alle Variablenbelegungen o unter J: ¢,(A) = w.

2. Wenn es eine Variablenbelegung o unter J gibt, so dass ¢,(A) = f,
dann gilt fiir alle Variablenbelegungen o unter J: p,(A) = f.

Die Umkehrungen der beiden Implikationsséitze gelten aus rein logischen Griinden
ohnehin.

Daraus folgt, dass wir die Erwdhnung von Variablenbelegungen bei der
Zuordnung von Wahrheitswerten zu geschlossenen Formeln “unterdriicken”
diirfen, wenn wir wollen. Wir diirfen, wenn wir wollen, unsere urspriinglichen
Interpretationsfunktion ¢ wie folgt auf geschlossene Formeln erweitern:

e Sei J = (D, ) eine pridikatenlogische Interpretation.

Dann diirfen wir fiir alle geschlossenen Formeln A schreiben:

1. ¢(A) = w gdw fiir alle Variablenbelegungen o unter J gilt:

0o (A) = w.
2. p(A) = f gdw fiir alle Variablenbelegungen o unter J gilt:
(po(A) =f.

In Worten: Wir diirfen sagen, dass eine geschlossene Formel A in einer pradika-
tenlogischen Interpretation J wahr ist, oder dass diese geschlossene Formel in
dieser Interpretation falsch ist, ohne dabei auch etwas zu Variablenbelegungen
sagen zu missen.

So konnen wir jetzt etwa schreiben:

e p(G(b) = w,
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e o(G(b) N—Fx—M(z)) = f,

* P

Bei den offenen Formeln miissen wir jedoch dabei bleiben, auch eine Varia-
blenbelegung o mit anzugeben, relativ zu derer offene Formeln dann iiberhaupt
erst einen Wahrheitswert erhalten.

Selbst wenn wir uns letztlich nur fiir geschlossene Formeln interessieren soll-
ten, ist die urspriingliche Definition von ¢,, die auf eine vorgegebene Va-
riablenbelegung ¢ hin relativiert war, von fundamentaler Bedeutung: Denn
auch wenn es sich als irrelevant herausgestellt hat, mit welcher Variablenbe-
legung man die Bewertung einer geschlossenen Formel wie oben 3zG(z) oder
VxG(z) beginnt, sobald man die semantische Regeln fiir die Quantoren einmal
angewandt hat, um den Wahrheitswert von JzG(x) bzw. VaG(z) zu bestim-
men, wird man zuriickgeworfen auf die Bestimmung des Wahrheitswertes von
G(x) und dafiir ist dann die Bezugnahme auf eine Variablenbelegung essentiell.
Dies liegt daran, dass unsere semantischen Regeln von einem Kompositiona-
litdtsgedanken getragen sind: Die Bedeutung eines komplexen Satzes ist durch
Bedeutung seiner syntaktischen Teile bestimmt (und durch die Weise, in der
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diese syntaktisch zusammengesetzt wurden); und ebenso verhilt es sich mit
dem Wahrheitswert eines komplexen Satzes. Das heifit aber auch: Die Bedeu-
tung von Vv ... bzw. Jv... hdngt von der Bedeutung von ... ab. Bei ... handelt
es sich aber normalerweise um eine offene Formel! D.h.: Man muss sich fiir die
Wahrheitsbedingungen von offenen Formeln unter bestimmten Variablenbele-
gungen interessieren, selbst wenn man letztlich nur die Wahrheitswerte von
geschlossenen Formeln bestimmen will.

Sehen wir uns das noch genauer an einem Beispiel an: Sagen wir, wir fithren
in unsere obige Beispielssprache zusétzlich das zweistellige Préadikat R ein,
und wir erweitern unsere vorgegebene Interpretationsfunktion ¢ auf folgende
Weise um eine zusétzliche Interpretation von R:

SO(R) = {<17 2>7 <27 2>7 <3a 2>}

Man koénnte fiir R wiederum eine “intuitive” Deutung anzugeben versuchen,
die sich dann auch mehr oder weniger elegant natursprachlich wiedergeben
liele, aber das ist gar nicht notwendig: Wir haben unsere Semantik ja so
aufgebaut, dass die Interpretationen von Prédikaten Extension, d.h., Men-
gen sind — eine solche Menge (in diesem Fall von Paaren) haben wir festge-
legt, und mehr ist zur Festlegung der Wahrheitswerte der Formeln in unserer
pradikatenlogischen Sprache auch gar nicht notwendig.
Dann ergibt sich:

o ¢(V2Iy(G(y) A R(z,y))) = w

Dies weist man mit Hilfe der semantischen Regeln fiir die Quantoren wie folgt
nach, wobei o eine beliebig vorgegebene Variablenbelegung unter J ist:

o 0o (Va3y(G(y) A R(z,y))) = w

gdw fiir alle Variablenbelegungen ¢’ unter J gilt: Wenn ¢’ eine z-Variante
von o ist, dann ¢,/ (Jy(G(y) A R(x,y))) = w

gdw fiir alle Variablenbelegungen ¢’ unter J gilt: Wenn o/ eine z-Variante
von o ist, dann gibt es eine Variablenbelegung ¢” unter J gibt, sodass
gilt: 0" ist eine y-Variante von o’ und ¢, (G(y) A R(z,y)) = w.?

Aber Letzteres ist in der Tat der Fall: Denn sei ¢ eine beliebige Variablenbele-
gung iiber J; sei ¢’ eine beliebige z-Variante von o. Dann kann ¢’ der Variable

2Man beachte: Da in diesem Schritt der metasprachliche Ausdruck ‘w.s(Jy(G(y) A
R(z,y))) = w’ gemifB der semantischen Regeln “aufgelost” werden soll, muss nunmehr auf
eine Variante der Variablenbelegung ¢’ Bezug genommen werden — nicht einer Variante von
o — denn in ‘@, ist ja von der Variablenbelegung ¢’ die Rede und nicht etwa von o.
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2 nur einen der folgenden drei Werte zuordnen: 1 oder 2 oder 3. In jedem die-
ser drei Félle gibt es aber dann eine Variablenbelegung ¢”, die eine y-Variante
von ¢’ ist und fiir die p,#(G(y) A R(z,y)) = w ist. Man nehme nur ¢’ her,
dndere den Wert von y (was immer der auch sei) auf die Zahl 2 ab, und schon
ergibt sich G(y) A R(x,y) als wahr, denn 2 ist in der Extension von G, und
egal, was der Wert von z ist — 1 oder 2 oder 3 — dieser Wert steht dann immer
in der R-Beziehung zum Wert von y, da ja alle der Paare (1,2),(2,2),(3,2) in
der Extension von R liegen und somit alle Objekte im Gegenstandsbereich in
der R-Beziehung zur Zahl 2 stehen. Wir sehen dabei, dass wir zur Bewertung
von Vx3y(G(y) A R(x,y)) Schritt fiir Schritt die Quanten “abgebaut” haben
und dadurch auf mehr und mehr freie Variablenvorkommnisse gestof3en sind,
fiir deren Wertzuweisung wiederum die Verwendung von Variablenbelegungen
unumginglich ist. Analog ergibt sich iibrigens, in diesem speziellen Beispiel:

o p(IyVz(G(y) A R(z,y))) =w

Nochmals kurz zusammengefasst: Der Wahrheitswert einer komplexen For-
mel hidngt von den Wahrheitswerten ihrer Teilformeln ab; verniinftig gebilde-
te geschlossene Formeln mit Quantoren enthalten aber Teilformeln, die offen
sind, und um diese zu bewerten, braucht man Variablenbelegungen. An der
Verwendung von Variablenbelegungen fiihrt also kein Weg vorbei.

Kein Weg? Manche Autoren vermeiden die Bewertung von offenen Formeln
mittels Variablenbelegungen, indem sie eine sogenannte substitutionelle Se-
mantik der Quantoren verwenden. Die semantischen Regeln fiir quantifizierte
Sétze sehen dann etwa so aus: Die Bezugnahme auf ein ¢ wird fallengelassen,
und man fordert stattdessen

o o(YvA[v]) = w gdw fiir alle Individuenkonstanten ¢ gilt: ¢(A[c/v]) = w,

o p(FvAfv]) = w gdw es gibt eine Individuenkonstante ¢, sodass gilt:
p(Ale/v]) = w.

Mit ‘Individuenkonstanten’ ist dabei natiirlich gemeint: Individuenkonstanten
in der vorgegebenen prddikatenlogischen Sprache.

In einer solchen Semantik heifit V dann nicht mehr ‘fir alle Objekte (in D)’,
sondern vielmehr ‘fiir alle Eigennamen (in der vorgegebenen Sprache)’; analog
fiir den Existenzquantor. Und dabei zeigt sich auch die philosophische Krux
einer solchen Semantik: ‘fiir alle’ sollte eigentlich ‘fiir alle Objekte’ bedeuten.
Selbst wenn nicht jedes Ding im Universum einen Eigennamen hétte, wiirde
man mit ‘fiir alle’ doch ‘fiir alle Dinge’ sagen wollen und nicht etwa ‘fiir alle
Dinge, die einen Eigennamen haben’ oder ‘fiir alle Eigennamen’. In der Tat
ist jedenfalls fiir die natiirliche Sprache die Annahme, dass jedes Einzelding
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einen Eigennamen besitzt, absurd: Es gibt beispielsweise iiberabzahlbar viele
reelle Zahlen — Punkte auf der Zahlengeraden — die keinen Namen besitzen,
und man wiirde doch mit ‘fiir alle reellen Zahlen’ nicht nur iiber diejenigen
reellen Zahlen reden wollen, die sehr wohl einen Eigennamen aufweisen (wie
0,1, =7, 0.275, V/2, m usw.). Aus diesem Grunde bevorzugen heute die meis-
ten Philosophen und Logiker eine sogenannte objektuale Semantik, in deren
semantischen Regeln fiir die Quantoren auf Objekte und nicht blo8 auf Ei-
gennamen Bezug genommen wird. Die von uns oben eingefiihrte Semantik fiir
pradikatenlogische Sprachen ist gerade eine solche objektuale Semantik.

10.4 Die semantischen Begriffe fiir die Priadikaten-
logik

Mit dem Riistzeug der letzten Sektion sind wir nun endlich in der Lage, alle
zentralen semantischen Begriffe fiir die prédikatenlogischen Sprachen prézise
zu definieren.

Zuerst fithren wir das pradikatenlogische Gegenstiick zum Begriff der Tau-
tologizitét in der Aussagenlogik ein:

e Eine pradikatenlogische Formel A ist logisch wahr gdw fiir alle pradika-
tenlogischen Interpretationen J = (D, ) und alle Variablenbelegungen
o unter J gilt: p,(A4) = w.

Man sagt auch: Jede Interpretation zusammen mit einer beliebigen Varia-
blenbelegung ist ein “Modell” fiir eine logisch wahre Formel. Beispiele fiir
solchen logisch wahren Formeln sind zunéchst einmal alle Formeln, die die
logische Form einer aussagenlogischen Tautologie aufweisen, wie etwa

o G(a) = G(a)
o Z(b)Vv —Z(b)

Dabei setze man immer entsprechende prédikatenlogische Sprachen voraus,
die diese Beispiele auch wirklich als Formeln enthalten.

Denn angenommen, z.B., G(a) — G(a) wére falsch in einer prédikaten-
logischen Interpretation J = (D, ) (Variablenbelegungen diirfen wir hier ja
ignorieren, da G(a) — G(a) geschlossen ist): Dann miisste zugleich G(a) (als
Antezedens) wahr und G(a) (als Konsequens) falsch sein, was nicht méglich ist.
Also kann G(a) — G(a) gar nicht falsch in der angenommenen Interpretation
sein. G(a) — G(a) ist demnach wahr in jeder Interpretation, d.h. logisch wahr.

Entsprechend kénnen natiirlich auch offene Formeln solchermafien logische
Wahrheiten sein, wie
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o G(z) — G(x)
o Z(y) vV ~Z(y)

Die Argumentation dafiir ist ganz analog, nur muss man dabei auch eine (be-
liebig vorgegebene) Variablenbelegung beriicksichtigen.
Dariiberhinaus existieren aber auch genuin praidikatenlogische Wahrheiten:

o VG (z) — G(a)

o Va(G(z) N Z(y) = G(x))

o Z(x) = JxZ(x)
Z(
Z(x)) — JxZ(x)

o YV (G(x) A

Dies folgt wieder mehr oder weniger direkt aus den semantischen Regeln der
pradikatenlogischen Semantik. Zum Beispiel, fiir den zweiten Beispielssatz
kurz zusammengefasst: Wenn Z(z) wahr ist in J = (D, ¢) unter o, dann
muss o(z) ein Element von ¢(Z) sein; folglich ist ¢(Z) nicht leer, und somit
muss auch 3zZ(z) wahr sein unter J. Daher ist Z(z) — 3xZ(x) logisch wahr
— die Formel kann nicht als falsch herauskommen.

Analog lédsst sich das Gegenstiick zum aussagenlogischen Begriff der Kon-
tradiktion definieren:

e Eine pradikatenlogische Formel A ist logisch falsch gdw fiir alle pradika-
tenlogischen Interpretationen J = (D, ¢) und fiir alle Variablenbelegun-
gen o unter J gilt: p,(A) = f.

Anders ausgedriickt: A ist eine Kontradiktion gdw es nicht der Fall ist, dass es
eine pridikatenlogische Interpretation J = (D, ¢) und eine Variablenbelegung
o unter J gibt, sodass gilt: ¢, (A4) = w.

Typische logisch falsche Formeln sind natiirlich immer noch Formeln der
Form

e BA-B.

die wir ja bereits seit der Aussagenlogik als kontradiktorisch kennen. Betrach-
ten wir dazu das konkrete Beispiel

e G(b) AN—=G(b)

Denn angenommen G(b) ist wahr in einer Interpretation — die Wahl der Va-
riablenbelegung spielt ja bei dieser geschlossenen Formel wieder keine Rolle —
dann ist =G(b) natiirlich falsch und somit ist die Konjunktionsformel geméf
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unserer semantischen Regeln fiir die Pradikatenlogik auch falsch. Gleiches gilt
aber auch unter der Annahme, dass G(b) falsch ist.

Neben solchen quasi “aussagenlogischen” Kontradiktionen gibt es aber auch
genuin prddikatenlogisch falsche Formeln, wie etwa:

o VzP(x) A Jz—P(x)
e VxP(x) A —=P(a)
e P(a) AN —=3zP(x)
o VaVyR(x,y) A Jy—R(a,y)
Und wie schon in der aussagenlogischen Semantik kénnen wir auch festlegen:

e Eine pridikatenlogische Formel A ist kontingent gdw A weder logisch
wahr noch logisch falsch ist.

e Eine priadikatenlogische Formel A ist erfillbar gdw A nicht logisch falsch
ist.

Kontingente Formeln sind also alle erfiillbar, und erfiillbare Formeln sind ent-
weder logisch wahr oder aber kontingent.

Alle obigen Beispiele fiir logisch wahre Formeln sind natiirlich auch Beispiele
fiir erfiillbare Formeln. Hier sind noch ein paar Beispiele fiir erfiillbare Formeln,
welche kontingent sind:

e G(b)
e =G(b)

o VyG(z
e —JzM(x)

Wie weist man zum Beispiel VyG(z) als erfiillbar nach? Wieder nur kurz um-
rissen: Man wéhle eine Interpretation und eine Variablenbelegung so, dass der
Wert von x in der Extension von G zu liegen kommt. Dann wird G(x) wahr
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sein. Yy wird nach einer Anwendung der semantischen Regel fiir den Allquan-
tor eliminiert und spielt sodann keine Rolle fiir den Wahrheitswert von G(x)
mehr, da dieser ausschliefilich von der Interpretation von G und dem Wert von
x unter der gewéahlten Variablenbelegung abhéingt.

Natiirlich gilt Folgendes:

e Fiir alle Formeln A: Wenn A logisch wahr ist, dann ist A erfiillbar.

Die Umkehrung dieses Prinzips gilt jedoch offensichtlich nicht. Beispielsweise
ist zwar die Formel G(a) erfiillbar, aber sicherlich nicht logisch wahr, da diese
Formel in jeder Interpretation falsch ist, in der ¢(a) kein Element von ¢(G)
ist.

Manchmal ist es auch zweckméflig, einen Erfiillbarkeitsbegriff fiir Mengen
von Formeln zur Verfiigung zu haben, welcher wie folgt definiert wird:

e Eine Menge M von Formeln ist erfillbar gdw es eine pridikatenlogische
Interpretation J = (D, ) und eine Variablenbelegung o unter J gibt,
sodass fiir alle Formeln A € M gilt: p,(A) = w.

Man beachte dabei, dass eine Menge von Formeln durchaus als Menge un-
erfiillbar sein kann, obwohl zugleich alle ihre Elemente als Formeln erfiillbar
sind. So ist etwa die Menge {VxP(z), 3x—P(x)} unerfiillbar, wihrend die For-
meln YV P(x) und Jz—P(x) fiir sich genommen sehr wohl erfiillbar sind.

Der letzte semantische Begriff, den wir fiir pradikatenlogische Formeln fest-
legen wollen, ist der der logischen Folge. Die Intuition, die uns hier leitet, ist
diejenige, die wir schon aus der aussagenlogischen Semantik kennen, ndmlich
dass eine Formel, die aus einer anderen Formel logisch folgt, “unméglich” falsch
sein kann, falls die andere Formel wahr ist. D.h.:

e Fiir alle Formeln A, B gilt: B folgt logisch aus A (A = B) gdw fiir alle
Interpretationen J = (D, ¢) und alle Variablenbelegungen o von J gilt:
Wenn ¢, (A) = w, dann ¢, (B) = w.

Die logische Aquivalenz von Formeln besteht dann in der logischen Folge
“in beide Richtungen”. Oder dazu dquivalent:

e Fiir alle Formeln A, B gilt: A ist logisch dquivalent zu B (A = B und
B = A) gdw fiir alle Interpretationen J = (D, ¢) und alle Variablenbe-
legungen o von J gilt: ¢, (A) = p,(B).

Zum Beispiel erhalten wir:

e VxA ist logisch dquivalent mit —Jr—A.
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e dJx A ist logisch dquivalent mit —Vz—A.

Wir koénnten daher, wenn wir wollten — und ohne dabei semantisch etwas
zu verlieren — einen der beiden Quantoren einfach metasprachlich mittels des
jeweils anderen Quantors (und der Negation) definieren.

Wie schon in der aussagenlogische Semantik fiigen wir schliefllich auch noch
den noch wichtigeren Begriff der logischen Folge aus einer Menge von Formeln
hinzu:

e Fiir alle Formeln Ay,..., A, und alle Formeln B gilt:
B folgt logisch aus Ai,..., A, (A1,..., Ay E B) gdw

fiir alle Interpretationen J = (D, ) und alle Variablenbelegungen o
unter J gilt: Wenn fiir alle Formeln A; mit i = 1,...,n gilt, dass p,(A4;) =
w, dann gilt auch, dass ¢,(B) = w.

Und wie in der Aussagenlogik ist es auch iiblich,

o A

zu schreiben fiir den Sachverhalt, dass A logisch wahr ist. Die Idee dahinter ist
wieder: A ist logisch wahr gdw A logisch aus der leeren Menge von Formeln
folgt, also ohne jede weitere Annahme “immer” wahr ist.

Insbesondere erhalten wir mit dem Begriff der logischen Folge auch die fol-
genden wohlbekannten préadikatenlogischen Gesetze, die sich allesamt auf Basis
der semantischen Regeln fiir die Pridikatenlogik und der obigen Definition der
logischen Folge nachweisen lassen:

e Quantorennegationsgesetze:

— V- P(
— —VzP(x)

— Jz-P(x) E VP
— —JzP(x) = Vz—-P(x

e Quantorenvertauschungsgesetze:

— VaVyP(z,y) = VyVeP(z,y)

— Ja3yP(z,y) = Jy3zP(z,y)

— JaVyP(z,y) = Vy3aP(z,y)
(Wie wir bereits wissen, gilt jedoch nicht: Vy3z P(x,y) | JaVyP(x,y))
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e Quantorendistributionsgesetze:
— Va(P(z) A Q(z)) | VeP(x) ANVzQ(z)
— Jz(P(z) A Q(x)) = JxP(z) A 3xQ(x)
) ()
( (

— Jdz(P(x) VQ(z)) E JxP(x) vV IxQ(x
(Dies gilt jedoch nicht: Vz(P(z) V Q(x)) = VaP(z) V VxQ(x))

e Quantorenverschiebungsgesetze:

= Va(P(a) = Q(z)) = P(a) = V2Q(x)
= 3zP(z) = Q(a) | Vz(P(z) = Q(a))

— etc.

Betrachten wir beispielsweise das etwas seltsam anmutende Quantorverschie-
bungsgesetz JxP(z) — Q(a) | Vx(P(z) — Q(a)): Nehmen wir einmal an,
dass JzxP(x) — Q(a) wahr wére bei einer Interpretation, Vz(P(zx) — Q(a))
aber falsch wire bei eben dieser Interpretation: Da Va(P(z) — Q(a)) falsch ist
bei der Interpretation, muss es moglich sein,  mittels einer Variablenbelegung
o einen Wert im Gegenstandsbereich D so zuzuordnen, dass P(z) — Q(a)
bei der Interpretation und der nédmlichen Variablenbelegung o als falsch her-
auskommt: d.h. aber auch, dass P(x) dabei als wahr, Q(a) aber als falsch
herauskommen muss. Wenn P(z) wahr unter der Interpretation und der Va-
riablenbelegung o ist, dann muss aber auch JzP(z) wahr sein unter der In-
terpretation. Also: JxP(x) ist dann wahr bei der Interpretation und Q(a)
ist falsch bei der Interpretation. Dann ist aber auch JxP(z) — Q(a) falsch
bei der Interpretation, was im Widerspruch zu unserer anfinglichen Annah-
me steht, dass xP(z) — Q(a) wahr ist bei der Interpretation. Somit kann
es gar nicht der Fall sein, dass JzP(z) — Q(a) wahr ist bei einer Inter-
pretation, Va(P(z) — Q(a)) aber falsch bei derselben Interpretation. Kurz:
JxP(z) — Q(a) impliziert logisch Va(P(x) — Q(a)).
Hier sind nochmals einige Folgerungsbehauptungen, welche nicht gelten:

o VzP(x) =Vz-P(x)

VeIyR(x,y) = IyVzR(z,y)
JxP(x) A FzQ(x) = 3x(P(z) A Q(x))
o Va(P(x) = Q(x)) = 3xP(2)

Dass diese metasprachlichen S#tze falsch sind, beweist man leicht dadurch,
dass man Gegenbeispiele angibt: d.h. pradikatenlogische Interpretationen und
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zugehorige Variablenbelegungen, die zusammengenommen die linke Seite einer
solchen Behauptung wahrmachen, die rechte Seite jedoch falsch. Zum Beispiel,
was die erste falsche Behauptung von oben betrifft: Man wéhle eine Interpre-
tation so, dass wenigstens ein Objekt im Gegenstandsbereich nicht in ¢(P) ist,
zugleich aber auch wenigstens ein Objekt im Gegenstandsbereich in ¢(P) zu
liegen kommt; dann ist zwar —VaP(z) wahr in dieser Interpretation, Va—P(x)
aber falsch. Somit kann die behauptete Beziehung der logischen Folge klarer-
weise nicht bestehen.

Hier sind einige sehr wohl bestehende logische Folgerungen aus Mengen von
Formeln:

o Vz(P(z) — Q(
o Vz(P(z) = Q(x
o Vz(P(z) = Q(

e Vz(P(z) = Q(z)), Iz-Q(x) = Ja~P(z)

Ebenso ist der Fall: Wenn der singulidre Term ¢t frei ist fiir die Individuen-
variable v in der Formel A[v], dann

o Alt/v] | JvA[v]
e YoA[v] E Alt/v]

Anhand des Beispiels erkliart, das wir schon im letzten Kapitel verwendet
haben: Angenommen, v wére z und A[v] wire die die Formel 3yR[z,y]. Dann
gilt

o VziyR(z,y) E JyR(z,y)
o Va2IyR(x,y) = IyR(a,y)

weil sowohl z als auch a frei sind fiir  in JyR[z,y]. Aber es gilt nicht, dass

o VodyR(x,y) = JyR(y,y)

Dies weist man wieder leicht durch Angabe eines Gegenbeispiels nach: Man las-
se zum Beispiel D die Menge {1, 2, 3,...} der natiirlichen Zahlen sein und ¢(R)
die Kleiner-als Relation auf den natiirlichen Zahlen — dann ist Vx3yR(z,y)
wahr in dieser Interpretation, JyR(y,y) aber falsch. Diese letzte (falsche) Be-
hauptung einer logischen Folge war auch oben nicht gemeint, denn y ist in der
Tat nicht frei ist fir z in JyR|zx, y].

Zuletzt ist es uns auch ein Leichtes, die logische Giiltigkeit von Argument-
formen der pradikatenlogischen Sprache zu definieren:
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e Eine Argumentform A4,..., A, .. B der priadikatenlogischen Sprache ist
logisch giiltig genau dann, wenn Ay, ..., A, E B.

Alle diese semantischen Begriffe lassen sich wie schon im Falle der Aussa-
genlogik auf natursprachliche Aussagesitze und Argumente iibertragen, indem
man zunéchst die (pridikaten-)logischen Formen dieser Aussagesitze und Ar-
gumente bestimmt und dann die oben definierten semantische Begriffe auf
die dabei gewonnenen préadikatenlogischen Reprisentationen anwendet. Der
Vorgang ist genau analog zu dem in der Aussagenlogik, der einzige Unter-
schied besteht in der sowohl syntaktisch als auch semantisch iiberlegenen
“Feinkornigkeit” der Prédikatenlogik im Vergleich zur “grobschléchtigeren”
Aussagenlogik.
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