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Kapitel 11

Pradikatenlogisches Herleiten

Wir haben die deduktive Methode ja schon ausfiihrlich anhand unseres Sys-
tems des natiirlichen Schlieens in der Aussagenlogik besprochen. Entspre-
chend der Erweiterung der Menge der logischen Zeichen in den pradikatenlo-
gischen Sprachen — in denen ja die Quantoren V und 3 als logische Zeichen zu
den aussagenlogischen Junktoren hinzukommen — ergénzen wir im Folgenden
auch die Regeln fiir die aussagenlogischen Junktoren um Herleitungregeln fiir
die beiden Quantoren. Auf diese Weise werden wir ein System des natiirlichen
Schlieflens fiir die Pradikatenlogik erhalten, dessen zugehorige Herleitungs-
beziehung F sich ganz analog zur Aussagenlogik als extensionsgleich zu der
semantischen Beziehung = der logischen Folge fiir die prédikatenlogischen
Sprachen erweisen wird, die wir im letzten Kapitel definiert und untersucht
haben.

11.1 Die zuséatzlichen Herleitungsregeln der Pradi-
katenlogik

Zunéchst fiigen wir unseren aussagenlogischen Schlussregeln die folgenden zwei
priadikatenlogischen Regeln hinzu, deren zugehotrige Argumentformen wir im
Rahmen unserer Behandlung der Substitution in den letzten Kapiteln schon
diskutiert haben. Dadurch erweitert sich dann auch der Umfang unserer Her-
leitungsrelation +:

(UB) Fiir den Fall, dass ¢ frei ist fiir v in A:
VvA F Aft/v] (Universelle Beseitigung)

(EE) Fiir den Fall, dass ¢ frei ist fiir v in A:
Alt/v] F FvA (Existentielle Einfiihrung)
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Diese Einsetzungregeln haben beide die Eigenschaft, Einsetzungsinstanzen von
Termen zu involvieren, und beide Regeln sind entsprechend nur anwendbar,
wenn der Term ¢, der dabei eingesetzt wird bzw. wurde, frei fiir die relevante
Variable in der relevanten Formel ist. Wahrend (UB) ein Vorkommnis des
Allquantors beseitigt, fithrt (EE) ein Vorkommnis des Existenzquantors ein.

Betrachten wir dazu das folgendes Beispiel eines Schlusses in der natiirlichen
Sprache:

Es gibt keine Dronten.

Daher gibt es etwas, das keine Dronte ist.

Die pradikatenlogische Reprisentierung eines solchen Argumentes sollte na-
tirlich unter Verwendung unseres formalen Konklusionsindikators .-, vonstat-
ten gehen, hier (wie auch bei den folgenden Beispielen) geht es uns aber we-
niger um die Représentierung, sondern vielmehr darum, dass dieser Schluss
pradikatenlogisch giiltig ist — auch wenn dies in diesem Fall zunéchst etwas
kontraintuitiv erscheinen mag. Der Grund fiir die Giiltigkeit des Schlusses ist,
wie bereits besprochen, dass in der klassischen Pradikatenlogik angenommen
wird, dass es im zugrundeliegenden Gegenstandsbereich mindestens einen Ge-
genstand gibt. Wenn es nun aber keinen Gegenstand gibt, der eine Dronte ist,
so gibt es doch noch mindestens einen Gegenstand dberhaupt, und dieser kann
dann keine Dronte sein. Es muss also, wenn sich die Herleitbarkeitsbeziehung
F letztlich als vollstéandig in Hinblick auf = erweisen soll, die Konklusion auch
aus der Pramisse herleitbar sein, d.h. es muss gelten:

e —-3zD(z) F Jz—D(x)
Und mittels der Regeln von oben (hier (EE)) ist dies auch der Fall:

1. =3zD(x) (P1)
2. || =—D(y) (IB-Annahme)
3. || D(y) 2. (DN2)
4. || JzD(z) 3. (EE)
5. || 3xD(x) A =FzD(x) 4., 1. (KON)
6. -D(y) 2.-5. (IB)
7. dz-D(z) 6., (EE)
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Man beachte, dass y fiir = frei ist in D(x) bzw. =D(z) — andernfalls wiren
die jeweiligen Schliisse mittels (EE) auf die Zeilen 4. und 7. auch nicht erlaubt
gewesen. Anstatt den indirekten Beweis mittels ~—D(y) in Zeile 2. zu fiihren,
hitten wir diesen iibrigens auch mittels =—D(a) fithren kénnen, wobei a dann
eine beliebig gewihlte Individuenkonstante wére; der Schluss von 3. auf 4.
wire dann eine Anwendung von (EE) gewesen, welche von D(a) zu JxD(x)
gefithrt hétte, und der Schluss von 6. auf 7. wére eine Anwendung von (EE)
gewesen, welche von ~D(a) zu 3x—D(x) gefithrt hétte. Die zugehorigen Sub-
stitutionen waren dabei ginzlich harmlos gewesen, weil Individuenkonstanten
ja immer frei sind fiir Variablen, fiir die sie eingesetzt werden. Andererseits
haben wir in Kapitel 9 gesehen, dass es eine Wahlfreiheit in Bezug auf Indivi-
duenkonstanten gibt: Insbesondere kann man eine pridikatenlogische Sprache
so wahlen, dass sie vollig ohne Individuenkonstanten auskommt. In einem sol-
chen Fall héitte man dann gar keine Individuenkonstante a zu Verfiigung, die
man anstatt von y in Zeile 3. der obigen Herleitung hétte verwenden kénnen.
Das ist auch der Grund, warum das Verwenden von Individuenvariablen zu
Zwecken wie dem in der Herleitung oben Vorteile bietet: Man hat ndmlich je-
denfalls per definitionem in jeder pradikatenlogischen Sprache unendlich viele
Individuenvariablen zur Verfiigung.
Sehen wir uns noch ein weiteres einfaches Beispiel an:

Alle Gegensténde sind nicht abstrakt.

Daher sind nicht alle Gegenstédnde abstrakt.

Wiederum ist dieser Schluss logisch giiltig — wie man leicht mit Hilfe der pra-
dikatenlogischen Semantik aus dem letzten Kapitel nachweisen kann — und wir
wollen somit, dass auch auf syntaktischer Ebene gilt:

o Vo-A(z) F —VrA(zx)

Und erneut stellt sich dies auf Basis der Regeln von oben (hier (UB)) als wahr
heraus:

—_

Vz-A(z) (P1)

2. || =VzA(z) (IB-Annahme)
3. || VaA(z) 2. (DN2)

4. | A(y) 3. (UB)

5. | =A(y) 1. (UB)
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6. || A(y) A=A(y) 4., 5. (KON)
7. VzA(z) 2.6. (IB)

Abermals erweisen sich die beiden Anwendungen von (UB) als zuléssig, weil
y sowohl in A(x) als auch in —A(x) frei fiir  ist. In Zukunft werden wir dies
bei Anwendungen von (UB) oder (EE) nicht mehr extra anmerken, sondern
einfach bei der Angabe von Herleitungen, in denen eine dieser beiden Regel
Verwendung findet, voraussetzen. De facto muss beim Herleiten aber immer
gepriift werden, ob (UB) bzw. (EE) korrekt angewendet werden, und das bein-
haltet, dass die entsprechende ‘frei fiir’ Bedingung erfiillt ist — wére dem nicht
so, wiirde es sich nicht um eine Herleitung in unserem pridikatenlogischen
System des natiirlichen Schlieens handeln.

Wir wollen nun ein Beispiel betrachten, in dem wir mit den zwei zusétzlichen
Regeln von oben nicht auskommen:

Es gibt keine Fische, die nicht schwimmen koénnen.

Daher konnen alle Fische schwimmen.
Als Herleitbarkeitsbehauptung formuliert, sieht dies wie folgt aus:
e —Jx(F(x) AN —S(x)) F Ve (F(x) = S(x))

Hier miissen wir fiir die Rekonstruktion dieses logisch giiltigen Schlusses mit-
tels einer Herleitung letztlich eine Formel mit einem Allquantor einfiihren,
wofiir unsere obige Beseitigungsregel fiir den Allquantor nicht ausreicht. Statt-
dessen erweitern wir unser Regelsystem um die folgende Metaregel, die der
Einfithrung von universell quantifizierten Formeln dient:

(UE) Universelle Einfithrung, vorausgesetzt VB:

A, ..., Ay = Bloy/vg)
Ay, ... Ay, Y B

v1 soll dabei wieder frei sein fiir vo in der Formel B. Dabei ist noch die folgende
Variablenbedingung zu beachten:

VB Die Individuenvariable v; darf unter dem Bruchstrich, alsoin Ay, ..., A,
Vv9 B nicht frei vorkommen.

Die zugrundeliegende semantische Idee dieser Regel ist: Wenn v; nirgendswo
in

Ay, Ay F Vs B
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frei vorkommt, und dennoch die Herleitbarkeitsbeziehung
Al, . ,Am F B[Ul/vg]

besteht — wobei v; in B[vi/vg] natiirlich frei vorkommen kann — so muss
Blvi/vg] gegeben Ay, ..., A, der Fall sein, ganz unabhingig davon, welches
Objekt im Gegenstandsbereich der Wert der Variable vy ist und auf welches
Objekt Blvy/va] somit zutrifft. Anders ausgedriickt: Es muss dann auch Vv B
logisch aus den Formeln Aj,..., A, folgen, auf denen die Herleitung von B
beruhte! Dies lisst sich auch semantisch mit den formalen Mitteln aus dem
letzten Kapitel ohne Weiteres nachweisen. Anders ausgedriickt: Wenn man
mit Aj, ..., A, zeigen kann, dass ein “beliebig gewihltes” Objekt vy (iiber
welches Ay, ..., A, nichts Spezielles aussagen) die Eigenschaft B[vj/ve] hat,
dann lésst sich mit Aq,..., A,, auch die universell quantifizierte Formel Vv, B
zeigen (sofern auch diese nichts Spezifisches mehr iiber v; aussagt). Als Her-
leitbarkeitsbeziehung formuliert, ergibt dies aber genau die Regel (UE) mit
der entsprechenden Variablenbedingung VB.

(UE) ist iibrigens genau in demselben Sinne eine Metaregel, wie beispiels-
weise (IB) in der Aussagenlogik eine Metaregel war: Es handelt sich gewis-
sermaflen um einen Metaschluss, der von der Zuléssigkeit eines Schlusses auf
die Zuléssigkeit eines anderen Schlusses schliefit. Im Unterschied zu den aussa-
genlogischen Metaregeln benétigt (UE) jedoch keine spezifischen Annahmen:
Wihrend beispielsweise jede Anwendung von (IB) neben den “gegebenen”
Formeln Ay, ..., A, die Zusatzannahme —B nétig machte, lisst sich (UE) rein
auf Basis der “gegebenen” Formeln Ay, ..., A, durchfiihren. Daher ldsst sich
(UE) auch einfacher notieren als die aussagenlogischen Metaregeln, weil auf
eine spezielle Zeile mit einer “UE-Annahme” verzichtet werden kann.

Zum Beispiel kénnen wir mit Hilfe von (UE) die Herleitung zu

o —Jx(F(z) A=S(x)) FVa(F(z) — S(x))
durchfiihren:

1. =3z(F(z) A =S(z)) (P1)

2. || F(y) (KB-Annahme)

3.0 | ~S(y) (IB-Annahme)
4.0 | F(y) A=S(y) 2., 3. (KON)
5. || || Jz(F(z) A-S(z)) 4. (EE)
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6. || || 3z(F(z) A =S(x)) A —3x(F(z) A=S(z)) 5., 1. (KON)
7.1l S(y) 3.-6. (IB)

8. F(y) — S(y) 2.-7. (KB)

9. Va(F(z) - S(z)) 8. (UE)

Fiir die Anwendung von (UE) auf Zeile 8. muss die Variablenbedingung erfiillt
sein. Hier heifit dies: B ist die Formel F'(z) — S(z), v1 ist die Variable y, und v2
ist die Variable x. Die Variable y darf also in keiner Pramisse oder noch aktiven
Annahme, auf der die Zeile 9. beruht, frei vorkommen, noch darf y in der
Konklusion 9. der Anwendung von (UE) frei vorkommen. Die einzige relevante
Pramisse oder Annahme in diesem konkreten Fall ist die Pramisse in Zeile 1.
selbst, in der y gar nicht vorkommt und somit auch nicht frei vorkommt. In
der Zeile 9. kommt y ebenfalls nicht vor und somit auch nicht frei vor. Die
Variablenbedingung ist hier also erfiillt — andernfalls wiirde es sich nicht um
eine pradikatenlogische Herleitung handeln. Man beachte, dass y auch in keiner
IB-Annahme, KB-Annahme oder FU-Annahme frei vorkommen diirfte, die
eventuell in der Zeile der Anwendung von (UE) noch nicht abgeschlossen wiire;
in dem Falle der letzten Herleitung waren allerdings sowohl der konditionale
Beweis als auch der indirekte Beweis schon abgeschlossen, sodass die jeweiligen
KB- bzw. IB-Annahmen nicht dahingehend iiberpriift werden mussten.
Wenn wir in Zukunft davon sprechen, dass geméfl der Variablenbedingung
fiir UE eine Individuenvariable vy in A4, ..., A, F Voo B nicht frei vorkommen
darf, so meinen wir damit immer: Ay, ..., A,, sind die relevanten Pramissen
oder Annahmen, auf denen der Schluss auf B[v;/vs] beruht: Priamissen, die
bei der Herleitung von Blvj/v2] gar nicht verwendet wurden, Annahmen, die
bei der Herleitung von Blvy/vs] gar nicht verwendet wurden, Annahmen, die
bei der Herleitung von B|vy/ve] zwar Verwendung fanden, jedoch bereits ge-
schlossen wurden, oder Formeln in irgendwelchen Zwischenschritten der Her-
leitung werden dabei nicht als zu den “relevanten” Formeln A1, ..., A,, gehorig
gezahlt. Und in diesen relevanten Formeln Ay, ..., A,, darf dann laut VB die
relevante Variable v nicht frei vorkommen, genausowenig wie v in B frei vor-
kommen darf; andernfalls wiirde es sich nicht um eine korrekte Anwendung
von UE handeln. Ganz analog werden wir spéter auch noch die Variablenbe-
dingung in einer weiteren priadikatenlogischen Herleitungsregel verstehen.
Wir haben gesehen, dass, wenn wir ohne spezifische Bezugnahme (durch ei-
ne Individuenvariable) auf einen Gegenstand in den Prémissen zeigen kénnen,
dass auf einen konkreten Gegenstand die (komplexe) Eigenschaft A zutrifft,
so diirfen wir mittels (UE) schlielen, dass diese Eigenschaft dann jedem Ge-
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genstand zukommt. Betrachten wir dazu ein weiteres ganz einfaches Beispiel:
Angenommen, wir wollen

e VxP(x)F VzP(x)

spafeshalber ohne Zuhilfenahme unserer aussagenlogischen Regel (TS) herlei-
ten. Dann kénnen wir auch wie folgt vorgehen:

1. VzP(z) (P1)
2. P(y) 1. (UB)
3. VzP(z) 2. (UE)

P(y) in Zeile 2. ist herleitbar unabhéngig davon, wofiir y stehen soll. In der
Syntax soll es ja auch gar nicht darum gehen, welches Zeichen wofiir steht. Weil
der Wert von y aber sozusagen beliebig ist, lésst sich mittels (UE) auch Va P (x)
zeigen. Hier wire die Herleitung von 3. aus 1. aber selbstverstéindlich auch an-
ders moglich gewesen. Die Variablenbedingung ist in diesem Falle aber jeden-
falls erfiillt, da in der einzigen Annahme in dieser Herleitung — der Pramisse
P1 — die Variable y nicht vorkommt und daher auch nicht frei vorkommt, und
dasselbe gilt fiir das Resultat der Anwendung von (UE), d.h. die Zeile 3.

Die Erfiillung der Variablenbedingung ist wesentlich, wenn wir keine seman-
tisch (wie auch intuitiv) ungiiltigen Herleitungen produzieren wollen. Ebenso
kann man zeigen, dass die implizite Forderung wichtig ist, dass in B[v;/v2]
auch wirklich alle freien Vorkommnisse von ve durch die Variable v ersetzt
werden; aber so haben wir Substitution ja von vornherein verstanden. Betrach-
ten wir fiir den Moment nur das folgende Beispiel, das die Variablenbedingung
motivieren soll.

Dies ist beispielsweise selbstverstédndlich keine Herleitung in unseren pradi-
katenlogischen System des natiirlichen Schlieflens:

1. P(z) (P1)
2. VyP(y) 1. (UE)

Die Zeile 1. ist der spezielle Fall einer Zeile, die sowohl ein Annahme — ndmlich
die Pramisse P1 — als auch eine, gegeben die Pramissen, sozusagen bereits
als “hergeleitet” zu zéhlende Formel darstellt. Fiir die Anwendung von (UB)
miisste die Variable v; hier die Variable x sein, die Variable vy aber die Variable
y. Die Variable = (v1) darf aber dann nicht in Zeile 1. frei vorkommen, wenn
es sich bei der Anwendung von (UB) um eine zulédssige Anwendung unter
Beriicksichtigung der Variablenbedingung VB handeln soll.  kommt aber sehr
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wohl in Zeile 1. frei vor, weshalb es sich bei der obigen Folge von Formeln auch
nicht um eine Herleitung handelt. Und das ist auch gut so: Aus P(x) folgt ja
schliefllich auch nicht logisch (d.h. semantisch), dass VyP(y) der Fall ist. Aus
genau demselben Grund ist natiirlich auch dies keine Herleitung:

1. P(z) (P1)

2. P(z) 1.(TS)
3. VyP(y) 2. (UE)

Wir werden spéter noch ein interessanteres Beispiel behandeln, welches eben-
falls die obige Variablenbedingung rechtfertigt.

Sehen wir uns aber zunéchst noch einige korrekte Anwendungsbeispiele zu
den bisherigen Quantorenregeln an:

Alles ist abstrakt oder konkret.

Es gibt aber nichts Abstraktes.

Also gibt es etwas Konkretes.
o Vz(A(z) V K(2)), -3z A(z) - JuK (z)
1. Va(A(z) v K(z)) (P1)
2. ~3wA(z) (P2)
3. A(y)V K(y) 1. (UB)
4. | ——A(y) (IB-Annahme)
5. 1| A(y) 4. (DN2)
6. || 3wA(z) 5. (EE)
7. || JzA(z) A ~JzA(z) 6., 2. (KON)
8. ~A(y) 4.-7. (IB)
9. K(y) 3., 8. (DS1)

10. 3z K (x) 9. (EE)
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Das ist ein weiteres typisches Beispiel fiir eine priadikatenlogische Herleitung:
Aus generellen Sétzen werden zunichst Formeln ohne Quantoren abgeleitet
— mittels der Beseitigungsregeln — dann wird mit diesen aussagenlogisch ge-
schlossen, um schliellich mit Hilfe von Einfithrungsregeln wieder bei generellen
Sétzen zu enden.

Ahnlich hier, wobei sich die Konklusion aber von der vorigen Konklusion
unterscheidet:

Alles ist abstrakt oder konkret.

Es gibt aber nichts Abstraktes.

Also ist alles konkret.
o Va(A(z) V K (2)), -3 A(z) F VoK ()
1. Va(A(z) V K (z)) (P1)
2. ~JzA(z) (P2)
3. A(y)VK(y) 1. (UB)
4. | =—A(y) (IB-Annahme)
5. || A(y) 4. (DN2)
6. | 3zA(z) 5. (EE)
7. || 3wA(z) A ~3zA(z) 6., 2. (KON)
8. ~A(y) 4.7. (IB)
9. K(y) 3., 8. (DS1)
10. V2K (z) 9. (UE)

Die Variablenbedingung fiir die Anwendung von (UE) in Zeile 10. ist dabei
erfiillt: Die Variable y kommt weder in den Annahmen P1 und P2, noch in der
Konklusion von (UE) in Zeile 10. selbst vor, daher kommt y dort auch nicht
frei vor.
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Weiters:

Alle Philosophiestudentinnen sind fleiflig.

Wenn also alles eine Philosophiestudentin ist, dann ist auch alles fleiflig.
o Vz(P(x) — F(x)) - VxP(x) — VzF(x)

1. Va(P(z) — F(z)) (P1)

2. || VzP(z) (KB-Annahme)
3.|| P(y) > F(y) 1. (UB)

4. || P(y) 2. (UB)

5. || F(y) 4., 3. (MP)

6. || VaF(z) 5. (UE)

7.VaP(z) — VoF(z) 2-6. (KB)

Erneut ist die Variablenbedingung fiir die Anwendung von (UE) in Zeile 6.
erfiillt: Die Variable y kommt weder in der Annahme P1, noch in der noch
offenen KB-Annahme in Zeile 2., noch in der Konklusion von (UE) in Zeile 6.
vor und somit auch nicht frei vor.

Wir sind aber noch nicht ganz “fertig” mit unserer priadikatenlogischen Her-
leitungsordnung. Nehmen wir an, wir haben das folgende semantisch wie auch
intuitiv giiltige Argument gegeben:

Manche Auflerirdische stammen vom Vulkan.

Also gibt es Auflerirdische.

In logische Form gebracht und als deduktiver Schluss formuliert, wobei a hier
eine Individuenkonstante fiir ‘Vulkan’ ist:

o Jx(A(z) A S(z,a)) F JzA(x)

Mathematiker und Mathematikerinnen verwenden die darin implizit enthalte-
ne Schlussregel stdndig. Informell lisst sich diese in etwa wie folgt erkléren:

1. Geméif der Pramisse, gibt es AuBerirdische, die vom Vulkan stammen.
Formal: 3z(A(z) A S(z,a)).

Hannes Leitgeb: Logik I
Stand: 12.10.2015



11.1. DIE ZUSATZLICHEN HERLEITUNGSREGELN DER PRADIKATENLOGIK 245

2. Sei y nun einer dieser Auferirdischen, die vom Vulkan stammen. (Man
kann einen solchen wéhlen, denn es gibt diese ja nach der letzten Zeile.)
Formal: A(y) A S(y,a).

(Dies ist der Schritt, den Mathematiker und Mathematikerinnen im Rah-
men ihres Studiums ganz automatisch erlernen: Es gibt etwas, das . .. ist.
Sei y nun eines der Dinge, die ... sind. etc.)

3. Dieser y ist also ein Auflerirdischer. (Da er ja nach vorher ein Aufer-
irdischer ist, der vom Vulkan stammt.) Formal: A(y).

4. Es gibt folglich AuBerirdische. (y ist ein Beispiel, geméf der vorherigen
Zeile.) Formal: 3z A(x).

5. Die letzte Folgerung ist ganz unabhéngig davon, welchen der Aufler-
irdischen, die vom Vulkan stammen, man vorher ausgewéhlt hatte. Nur
die Existenz von Auflerirdischen, die vom Vulkan stammen, wurde in der
“Herleitung” der Existenz von Auflerirdischen vorausgesetzt. Es folgt da-
her in der Tat aus der Pramisse: Es gibt AuBerirdische.

Formal: JzA(x).

Um dies zu formalisieren, haben wir die letzte priadikatenlogische Regel zu
verwenden, die uns noch zu unserem System des natiirlichen Schlielens fiir die
Pradikatenlogik fehlt: Die Regel der Existentiellen Beseitigung.

(EB) Existentielle Beseitigung, vorausgesetzt VB’:

A[’Ul/vg],Al,.‘.,Am |— B
JusA, Ay, ..., A F B

v1 soll dabei frei sein fiir v9 in der Formel A. Es ist auch wieder eine Varia-
blenbedingung zu beachten:

VB’ Die Individuenvariable vy darf unter dem Bruchstrich, also in
du A, A+, ..., Ay F B nicht frei vorkommen.

Die Formeln Jus A, A4, ..., A, sind dabei wieder die “relevanten” Pramissen
oder Annahmen, auf denen der Schluss auf B beruht — relevant in demselben
Sinne, wie bereits fiir die Regel UE erklart.
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Die semantische Idee hinter dieser Regel ist &hnlich derjenigen fiir die Uni-
verselle Einfithrung: Wenn v in

EUQA,Al,...,Am FB
nicht frei vorkommt und dennoch
A[Ul/’l)g],Al, e ,Am |— B

der Fall ist — wobei in A[v; /vg] die Variable vy selbstversténdlich frei vorkom-
men kann — dann muss B aus Afv;/va], A1, ..., Ay, logisch folgen, unabhdingig
davon, welches Objekt der Wert der Variable vy ist. Das heifit: Allein die Exis-
tenz eines Objektes, fiir das A der Fall ist, reicht zusammen mit Aq,..., A,
hin, um die Wahrheit von B zu gewihrleisten. Dies ist aber genau, was die
Regel (EB) ausdriickt. Und es lidsst sich entsprechend mit den Mitteln des
letzten Kapitels nachweisen, dass (EB) semantisch einwandfrei bzw. korrekt
ist: Gegeben VB’, wenn B logisch aus Alvy/v2], A1, ..., Ay folgt, so folgt B
auch schon aus A, A1, ..., An.

(EB) ist offensichtlich wieder eine Metaregel. In diesem Fall macht die
Anwendung von (EB) aber auch das Aufstellen einer Zusatzannahme nétig,
namlich der von A[v;/vs]. Die Situation im Rahmen einer Herleitung ist dann
die: Man hat die Formeln duvs A, A1, ..., A,, angenommen oder bereits her-
geleitet. Das Vorhandensein der Formel Jus A erlaubt es einem dann, die EB-
Annahme Afv; /v2] aufzustellen und auf diese Weise eine Anwendung der Exis-
tentiellen Beseitigung zu ertffnen. Daraus erklért sich auch der Name ‘Exis-
tentielle Beseitigung’: Innerhalb einer Herleitung geht man nidmlich von der
Formel dvs A mit anfinglichem Existenzquantor zu der einfacheren Formel
Alvy/ve] iiber, die iiber ein Existenzquantorvorkommnis weniger verfiigt. A
ist dabei nicht beliebig, sondern muss so beschaffen sein, dass nach Einsetzen
einer Variable v fiir die freien Vorkommnisse von v9 in A — wobel vy frei
sein muss fiir vy in A — gerade die EB-Annahme entsteht (also die Formel
Alv1/v2]), und zugleich nach Voranstellen des Quantorausdrucks Jvy vor A
gerade die existentiell quantifizierte Formel Jvs A ensteht, die bereits vorhan-
den ist. Man kann sich dies auch so vorstellen: Gegeben Jduvs A, “nennt” man
eines der Dinge, fiir die A gilt, v1; dass es {iberhaupt etwas gibt, das man so
benennen kann, ergibt sich durch das Vorhandensein von JvyA. Nach etwai-
gen weiteren Herleitungen wird diese Anwendung von (EB) dann durch das
Herleiten einer Formel B beendet, die so beschaffen sein muss, dass weder in
B, noch in einer der Formeln Juo A, Ay, ..., Ay, auf der die Herleitung von B
beruht, die Variable v; frei vorkommt (das ist die Variablenbedingung VB’ von
oben). Es war also fiir die Herleitung von B ganz egal, welches Objekt unter
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denen, die A erfiillten, man mit v; “benannt” hat — es ging einzig und allein
um die Existenz eines solchen Objektes. Entsprechend ist B mittels (EB) aus
der existentiell quantifizierten Formel Jvg A unter Zuhilfenahmme der iibrigen
Annahmen herleitbar.

Die entsprechende Herleitung fiir das obige Beispiel sieht dann so aus:

1. Jz(A(x) A S(z,a)) (P1)

2. || A(y) A S(y,a) (EB-Annahme)
3. | A(y) 2. (SIMP1)

4. | 3zA(z) 3. (EE)

5. JzA(z) 2.-4. (EB)

Die EB-Annahme A(y) A S(y,a) ist hier in der Tat so, dass sie aus der For-
mel A(z) A S(x,a), die sich nach 3z in Zeile 1. findet, durch Einsetzen von
y (v1) fiir die Variable = (v2) entsteht. Nachdem Zeile 4. 3z A(x) dann aus
der Pramisse (P1) und der EB-Annahme abgeleitet wurde und diese Anwen-
dung der Existentiellen Beseitigung im Folgenden abgeschlossen werden soll,
iiberpriift man, ob die Variablenbedingung VB’ erfiillt ist: Hier ist dies offen-
sichtlich der Fall, da y (v1) weder in der Annahme P1, noch in dem Ende der
(EB)-Anwendung, also in Zeile 4., vorkommt und somit dort natiirlich auch
nicht frei vorkommt. Das Endergebnis dieser Anwendung von (EB) wird dann
in Zeile 5. zusammengefasst: Auf Basis des EB-Teiles in Zeile 2.—4. wurde auf
die Formel JzA(x) geschlossen. Durch die Variablenbedingung ist sicherge-
stellt, dass dieser Schluss nur von der Existenz des Objektes y abhéngig war,
von dem in der EB-Annahme 2. die Rede war, nicht aber davon — semantisch
ausgedriickt — welches Objekt im Gegenstandbereich der Wert der Variable y
war.

Man beachte, wie sehr diese formale Herleitung die informelle “Herleitung”
von oben nachbildet. Logisch gesehen, ist der Punkt der EB-Annahme in Zeile
2 dieser: Indem man den Existenzquantor durch “Wahl” eines “konkreten”
Objektes y wegbekommt, gewinnt man Zugriff auf die in der Existenzformel
enthaltene Konjunktionsformel, von der man dann mittels einer rein aussa-
genlogischen Regel (SIMP1) auf Zeile 3 schlieflen kann.

Noch eine letzte Bemerkung dazu: Nehmen wir an, man ist gerade dabei,
auf Basis einer Formel JveA zu einer EB-Annahme Afv;/vg] iiberzugehen,
um damit eine Instanz der Existentiellen Beseitigung zu beginnen. Woraus
erklart sich dann die Wahl von v17 Z.B.: Wie “ergibt” sich y aus der Formal
Jz(A(x)AS(z,a)) in der vorigen Herleitung? Antwort: Die Wahl der ndmlichen
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Variable ist vdllig irrelevant, solange letztlich die Variablenbedingung erfiillt
sein wird (ohne die ja die Anwendung der Existentiellen Beseitigung nicht
fertiggestellt werden kann). Beispielsweise lésst sich als vy irgendeine Variable
wéhlen, die in keiner Pramisse, Annahme, oder bereits hergeleiteten Formel
der namlichen Herleitung enthalten ist. Kurz: Eine “neue” Variable. (So wie
oben y “neu” war.)

Bringen wir noch einige weitere Anwendungsbeispiele:

Es gibt Zahlen.

Alle Zahlen sind abstrakte Gegensténde.

Also gibt es abstrakte Gegensténde.
o JduZ(x),Vo(Z(x) — A(x)) F JxA(x)

1. 3xZ(z) (P1)

2. Vx(Z(z) = A(x)) (P2)

3. | Z(y) (EB-Annahme)
4. Z(y) = Aly) 2. (UB)
5.1 A(y) 3., 4. (MP)
6. | 3zA(z) 5. (EE)
7. 3zA(z) 3.-6. (EB)

Bei dieser Herleitung wird also zuerst die EB-Annahme getroffen, mittels derer
die “neue” Variable y eingefithrt wird. Erst anschlieBend wird die Regel der
Universellen Beseitigung (UB) unter Verwendung eben dieser Variable y ange-
wendet. (Dies muss allerdings nicht unbedingt so gehandhabt werden, solange
nur letztlich bei der Anwendung von EB die Variablenbedingung gewéhrleistet
ist.)

Es gibt Salzburger.

Also gibt es Salzburger, die Salzburger sind.

o JzS(x)F 3x(S(z) AS(x))
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L. JxS(z) (P1)

2. || S(y) (EB-Annahme)
3. S(y) AS(y) 2., 2. (KON)
4. || 3x(S(z) A S(x)) 3. (EE)

5. 32(S(z) A S(z)) 2.-4. (EB)

Alles ist abstrakt.

Also ist es nicht der Fall, dass es etwas nicht Abstraktes gibt.
o VrA(x)F —Jz—-A(zx)

1. VzA(z) (P1)

2. || =—3z—A(z) (IB-Annahme)

3. || Jz-A(z) 2. (DN2)

4| | ~A(y) (EB-Annahme)
5.0 Aly) 1. (UB)

6. || | A(z) A=A(2) 5., 4. (BCQ)
7. || A(z) A=A(z) 4.-6. (EB)

8. ~Jz-A(z) 2.-7. (IB)

Auf Basis des Vorhandenseins der Existenzformel in 3. darf hier die EB-
Annahme in 4. eingefithrt werden. Um den EB-Teil zu beenden, muss eine
Formel hergeleitet werden, in der die Variable y nicht frei vorkommt: Es wére
daher nicht moglich gewesen, die Zeilen 5. und 4. durch (KON) mit Konjunkti-
on zusammenzufiigen und das Resultat als Ende des EB-Teiles zu verwenden,
weil in der Formel A(y) A —A(y) ja die Variable y frei auftritt. Stattdessen
wendet man einfach die aussagenlogische Regel des “Ex Contradictione Quod-
libet” (aus einem Widerspruch folgt Beliebiges) auf 5. und 4. an, leitet damit
beispielsweise die Formel A(z) A —A(z) ab — jede andere Formel der Form
C N =C, in der y nicht frei vorkommt, wére genausogut geeignet gewesen —
und beendet den EB-Teil dann mit dieser Formel. In 7. wird dieser Ergebnis
nochmals zusammengefasst, und weil 7. eben von der Form C' A =C' ist, ldsst
sich damit auch der indirekte Beweis beenden, der in Zeile 2. begonnen worden
war.
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Jeder Mensch ist sterblich.
Alles ist materiell.

Es gibt Menschen.

Daher gibt es etwas, das sterblich und materiell ist.
o Va(M(z) — S(z)), YoM’ (z), 3 M(z) F Ja(S(x) A M (z))
1. Vo (M(z) — S(z)) (P1)
2. VaM'(z) (P2)
3. 3xM(z) (P3)

4. || M(y) (EB-Annahme)

ot

A M(y) = S(y) 1. (UB)

(@)

I S(y) 4., 5. (MP)

7.l M'(y) 2. (UB)

8. || S(y) A M'(y) 6., 7. (KON)
9. || 3w(S(z) A M'(z)) 8. (EE)
10. 3z5(z) 4.-9. (EB)

Zum Abschluss wollen wir noch zwei Beispiele fiir Pseudoherleitungen be-
trachten, in denen zu Unrecht eine der Variablenbedingungen ignoriert wurde:

1. Vz3yR(z,y) (P1)

2. yR(z,y) 1. (UB)

3. || R(z,z) (EB-Annahme)
4. || VzR(z,z) 3. (UE)
5. || yVzR(z,y) 4. (EE)

6. JyVzR(x,y) 3.-5. (EB)
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Wir wissen bereits, dass aus Vx3yR(z,y) nicht logisch folgt, dass JyvaxR(z,y)
der Fall ist. Wenn unsere Herleitungsregeln alle korrekt sind und auch korrekt
angewandt werden, dann darf daher aus Va3yR(z,y) die Formel JyvaxR(z,y)
auch nicht herleitbar sein. In der Tat ist etwas in der obigen versuchten Her-
leitung “schiefgegangen”: Der Ubergang von 1. auf 2. ist noch korrekt — die
Variable z wird dabei in einer Anwendung von (UB) fiir sich selbst eingesetzt,
was unproblematisch ist. Auch die EB-Annahme in 3. darf noch so getroffen
werden. Aber dann Zeile 4.: Hier soll (UE) auf Zeile 3. angewandt werden.
Die Formel VzR(z, z) soll dabei die Formel YvoB in (UE) sein, wobei vy die
Variable x ist, v; ebenfalls die Variable x ist, B die Formel R(zx,z) sein soll,
und Bv; /vz] ebenso die Formel R(z, z) sein soll. Die Variablenbedingung VB
fiir (UE) lautete jedoch: Die Individuenvariable v; darf unter dem Bruchstrich,
also in Aq,..., Ap F Voo B nicht mehr frei vorkommen, wobei Ay, ..., A,, die
relevanten Annahmen sind, auf denen die Herleitung von VuyB beruht. In
unserem Fall: Die Variable x darf in den relevanten Annahmen, die fiir das
Vorhandensein der Formel VzR(z,z) in der Herleitung gesorgt haben, nicht
mehr frei vorkommen. Hier ist jedoch eine dieser relevanten Annahmen die
EB-Annahme R(z, z) in Zeile 3.: R(z, z) enthélt aber die Variable z frei, so-
dass VB verletzt wurde. Aus diesem Grunde handelt es sich bei obiger Folge
von Formeln auch nicht um eine Herleitung in unserem System des natiirlichen
Schliefens.
Analog ist dies keine korrekte Anwendung von (EB):

1. 3zP(z) (P1)
2. || P(y) (EB-Annahme)
3.l Ply) 2. (TS)
4. P(y) 2.-3. (EB)

Die EB-Annahme in Zeile 2 ist harmlos, ebenso die Anwendung der trivialen
Schlussform (TS). Der EB-Teil kann jedoch nicht mit P(y) in Zeile 3. abge-
schlossen werden, weil die Variablenbedingung VB’ fiir (EB) u.a. besagt, dass
die Individuenvariable v; (hier y) in der Konklusion B (hier P(y)) nicht frei
vorkommen darf. In der Pseudoherleitung oben ist also VB’ verletzt worden,
weshalb es sich dabei ebensowenig um eine Herleitung handelt.

Mit unseren vier neuen Regeln — Einfiihrungs- und Beseitigungsregeln so-
wohl fiir V als auch fiir 3 — ist unser Regelsystem fiir die Pradikatenlogik
komplett. Auf Basis dieses erweiterten Regelsystems lassen sich nun alle syn-
taktischen Begriffe, die das Herleiten betreffen — die Beweisbarkeit von Formeln
(prémissenfreie Herleitbarkeit), die Herleitbarkeit von Formeln aus Formeln,
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sowie die deduktive Giiltigkeit von Argumentformen — genauso definieren, wie
dies schon am Ende von Sektion 6.2 auf Basis der blofl aussagenlogischen Her-
leitungregeln geschehen ist. Wir verzichten daher auf eine Wiederholung dieser
Definitionen und setzen einfach voraus, dass diese eins zu eins iibertragen wur-
den.

11.2 Zusammenfassung der Regeln unseres pradi-
katenlogischen Systems des natiirlichen Schlie-
8ens

Wir kénnen nun unser deduktives System fiir die Priddikatenlogik nochmals
zusammenfassend angeben. Folgende Grundschlussregeln stehen uns zur Ver-
fligung:

(MP) A, A — B+ B (Modus Ponens)
(MT) A — B,-BF =A (Modus Tollens)
(DS1) AV B,—-AF B (Disjunktiver Syllogismus 1)
(DS2) AV B,-B+ A (Disjunktiver Syllogismus 2)
AN BF A (Simplifikation 1)
AA B B (Simplifikation 2)

(

(ADD1) A+ AV B (Addition 1)

(KON) A, B+ A A B (Konjunktion)

(DN1) AF ——=A (Doppelte Negation 1)

(DN2) =—=AF A (Doppelte Negation 2)

(DIS) A— C,B— CF AV B — C (Disjunktion)
(TS) A+ A (Triviale Schlussform)

ECQ) A,—-AF B (Ex Contradictione Quodlibet)

(AQ-EIN) A — B,B — Al A < B (Einfithrung der Aquivalenz)

(AQ-ELIM1

)
)
)
)
)
)
)
(ADD2) B+ AV B (Addition 2)
)
)
)
)
)
) A
)
)

A+ B+ A — B (Elimination der Aquivalenz 1)
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(AQ-ELIM2) A <+ BF B — A (Elimination der Aquivalenz 2)

(UB) (¢ frei fir v in A!) VoA F Aft/v] (Universelle Beseitigung)

(EE) (¢ frei fiir v in A!) A[t/v] F JvA (Existentielle Einfithrung)

Folgende Metaregeln stehen zur Verfiigung:

(IB) Wenn —B,Aj,..., A, b C A =C eine Schlussregel ist, dann ist auch
Ay, ..., A, F B eine Schlussregel; kurz:

-B,Ay,..., A, FCAN=C
Ay,...,A,FB

(KB) Wenn Aj,...,A,, B C eine Schlussregel ist, so ist auch Aj,..., A,
B — (' eine Schlussregel; kurz:

Ay,... A, BFC
Ay,..., A, F B—=C

(FU) Wenn A, By,...,B, - C und —A, By,...,B, F C Schlussregeln sind,
dann ist auch By, ..., B, I C eine Schlussregel; kurz:
ABy,...,B,-C -A, By,...,.B, - C
By,...,B,-C

(UE) (Beachte VB! Und v frei fiir v2 in B!)
Wenn Ay, ..., Ay, b Blvi /vg] eine Schlussregel ist, dann ist auch Ay,..., Ay, F
Vv B eine Schlussregel; kurz:

Al,...,Am = B[Ul/'UQ]
A1, ..., Ay F V0B

(EB) (Beachte VB’! Und v; frei fiir vy in A!)
Wenn Avi/va], A1,...,Am F B eine Schlussregel ist, dann ist auch
Juo A, Ay, ..., Ay F B eine Schlussregel; kurz:

A[UI/UQ]vAlv" . 7Am +B
E|’U2A,A1,...,Am FB
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11.3 Zusiatzliche Faustregeln fiir das pradikatenlo-
gische Herleiten

Wir wollen schliellich noch einige zusétzliche — allein die Pradikatenlogik be-
treffende — Faustregeln fiir die deduktive Methode angeben:

Ist eine Prdamissenformel eine Existenzformel JvsA, so versuche man eine
Existentielle Beseitigung, und zwar derart, dass eine Annahme der Form
Alvy /ve] getroffen wird, sodass beim folgenden Herleiten einer Konklusion die
Variablenbedingung VB’ erfiillt ist: Weder in einer der verwendeten Pramissen
noch in der Konklusion der (EB) noch in der Annahme einer sonstigen offenen
Unterherleitung darf die Individuenvariable v; frei vorkommen.

Ist eine Prdmissenformel eine Allformel YvA, so versuche man eine Univer-
selle Beseitigung, und zwar derart, dass man eine Formel A[t/v] als Kon-
klusion erhélt, wobei ¢ ein singulédrer Term ist, der entsprechend der herzulei-
tenden Formel zu wéhlen ist.

Ist die Konklusionsformel eine FExistenzformel JvA, so versuche man eine
Existentielle Einfiihrung, und zwar derart, dass man die Existenzformel
aus einer Formel B (in der ein singuldrer Term ¢ vorkommt) dadurch erhélt,
dass B = A[t/v].

Ist die Konklusionsformel eine Allformel YvsB, so versuche man eine Uni-
verselle Einfithrung, und zwar derart, dass man eine Konklusion der Form
Blv1 /v2] herleitet, wobei die Variablenbedingung VB erfiillt sein muss: Weder
in einer der verwendeten Préamissen noch in der Konklusion der (UE) noch in
der Annahme einer offenen Unterherleitung darf die Individuenvariable vy frei
vorkommen.

11.4 Korrektheit und Vollstindigkeit von F fiir die
Pradikatenlogik

Wie schon in der Aussagenlogik ergibt sich die folgende Korrespondenz zwi-
schen syntaktischen Begriffen und semantischen Begriffen der Pradikatenlogik:

e Herleitbarkeit entspricht der logischen Folge,
e Beweisbarkeit entspricht der logischen Wahrheit,

e deduktive Giiltigkeit entspricht der logischen Giiltigkeit.

Hannes Leitgeb: Logik I
Stand: 12.10.2015



11.4. KORREKTHEIT UND VOLLSTANDIGKEIT VON + FUR DIE
PRADIKATENLOGIK 255

Und erneut lasst sich auf Basis unserer exakten quasi-mathematischen Be-
griffsbildung beweisen, dass diese Begriffe jeweils zueinander in den folgenden
extensionalen Zusammenhéngen stehen (wobei wir wieder kurz ‘= A’ fur ‘A
ist logisch wahr’ schreiben, und wobei F die Menge der Formeln einer vorge-
gebenen priadikatenlogischen Sprache ist):

e Korrektheit von - bzgl. |=:
— Fiir alle Ay,...,A,, B € F:
Wenn Aj,..., A, - B,dann A,,..., A, = B.
— Fiir alle A € 7: Wenn - A, dann = A.
— Fiir alle A4,...,A,,B € F: Wenn Aq,...,A, ... B deduktiv giiltig
ist, dann ist Ay,..., A, .. B logisch giiltig.
Sowie:
e Vollsténdigkeit von F bzgl. |=:
— Fiir alle Ay,...,A,, B € F:
Wenn A;,..., A, E B,dann A,,..., A, F B.
— Fiir alle A € 7: Wenn = A, dann F A.
— Fir alle Ay,...,A,,B € F: Wenn Ay,..., A, .. B logisch giiltig
ist, dann ist Aq,..., A, .. B deduktiv giiltig.

Genau wie schon in der Aussagenlogik gilt: Wiahrend die Korrektheit sicher-
stellt, dass “nicht zu viel” in unserem System des natiirlichen Schlielens fiir
die Priadikatenlogik hergeleitet werden kann, sorgt die Vollstdndigkeit dieser
Herleitungsordnung dafiir, dass “nicht zu wenig” hergeleitet werden kann. Kor-
rektheit und Vollstéandigkeit zusammengenommen ergeben dann wiederum die
extensionale Ubereinstimmung der zueinander korrespondierenden syntakti-
schen bzw. semantischen Begriffe:

e Korrektheit und Vollsténdigkeit von F bzgl. |=:

— Fiir alle Ay,...,A4,,Be F: Ay,..., A, F Bgdw Ay,..., A, = B.

— Firalle Ae F: - A gdw = A.

— Fiir alle Ay,...,A,,B € F: Ay,..., A, .. Bist deduktiv giiltig gdw
Ay, ..., Ay, . B logisch giiltig ist.

Der Beweis dafiir — der auf Kurt Gédels [4] Dissertation zum Vollsténdigkeits-
satz fiir die Priadikatenlogik zuriickgeht — ist um einiges schwieriger als der fiir
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das entsprechende Ergebnis fiir die Aussagenlogik, er verwendet jedoch immer
noch nur ganz iibliche mathematische Hilfsmittel. Wir verzichten wiederum
darauf, diesen Beweis anzugeben. (Godels Beweis des Vollstandigkeitssatz fiir
die Préadikatenlogik ist {ibrigens von seinen spéateren Unvollstindigkeitssidtzen
zu Systemen der Arithmetik zu unterscheiden.)

Wenn also B aus Ay, ..., A, logisch (d.h. semantisch) folgt, dann ist B auch
aus Ay, ..., A, herleitbar, und zwar auf Basis der von uns eingefiihrten Regeln.
Genau das bedeutet es zu sagen, dass unsere Herleitungsordnung vollstindig
in Hinblick auf unsere Semantik ist. Dies impliziert jedoch nicht, dass man
ein Computerprogramm schreiben konnte, das bei der Eingabe von B sowie
Aq,..., A, Folgendes tun wiirden: “Ja” auszugeben, wenn B aus Aq,..., A,
logisch folgt, und “Nein” auszugeben, wenn B mnicht aus Aj,..., A, logisch
folgt. Ein solches Computerprogramm bzw. ein solcher Algorithmus wire ein
sogenanntes Entscheidungsverfahren fiir die Pradikatenlogik. Es lésst sich je-
doch beweisen, dass ein solches Entscheidungsverfahren fiir die Priadikatenlogik
nicht existiert (wie von Alonzo Church und Alan Turing bewiesen wurde).
Durch systematische Anwendung der Regeln unseren Systems des natiirlichen
Schlieflens lassen sich zwar alle prédikatenlogischen Argumentformen
Aq,..., A, . B aufzihlen, fir die B aus Ai,..., A, logisch folgt, es lisst

sich aber nicht in endlicher Zeit entscheiden, ob B aus Ai,..., A, logisch
folgt. (Wenn dies nicht der Fall ist, wird zwar bei der systematischen Anwen-
dung unserer Regeln Aq,...,A, .. B nie aufgezihlt werden, es wiirde aber

“unendlich lange” dauern, bis man dieses Umstands gewahr wiirde. :- ) Dies
stellt einen weiteren Unterschied zur Aussagenlogik dar, in der man jederzeit
mittels eines einfachen Verfahrens entscheiden kann, ob eine aussagenlogische
Formel B aus aussagenlogischen Formeln Ay, ..., A, logisch folgt oder nicht:
Die Wahrheitstafelmethode war gerade so ein Verfahren. Zu dieser existiert je-
doch, beweisbarerweise, kein Gegenstiick in der komplexeren Pradikatenlogik.
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