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Kapitel 4

Die aussagenlogische Sprache

Wir haben bereits Symbole eingefiihrt, um aussagenlogisch unzerlegbare Aus-
sagesétze zu repréisentieren, ndmlich

b, q;-..

AuBlerdem haben wir Junktoren — also weitere Symbole — dazu verwendet,
um in der formalen Sprache Negationsphrasen, Konjunktionsphrasen, etc. zu
reprasentieren. Eigentlich wissen wir aber noch gar nicht, zu welcher Sprache
diese Symbole genau gehoren. Offensichtlich handelt es sich dabei um eine
“kiinstlich” kreierte formale Sprache — der Zweck dieses Kapitels ist es nun,
diese formale Sprache exakt aufzubauen: die Sprache der Aussagenlogik.

4.1 Das Alphabet der aussagenlogischen Sprache

Wenn man eine Sprache definieren will, muss man zunéchst einmal angeben,
aus welchen Bestandteilen die Ausdriicke der Sprache denn zusammengesetzt
sein sollen. Wir miissen uns also zunéchst dem Alphabet oder Vokabular der
aussagenlogischen Sprache zuwenden. Bei formalen Sprachen ist es im Allge-
meinen so, dass die Zeichen des Alphabets in drei Kategorien eingeteilt werden
konnen, und zwar in die folgenden:

1. Deskriptive Zeichen.
2. Logische Zeichen.
3. Hilfszeichen.

Wie wir spédter sehen werden, ist es die Funktion der deskriptiven Zeichen,
auf die Welt Bezug zu nehmen oder jedenfalls in Abhéngigkeit davon, wie
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die Welt beschaffen ist, etwas Bestimmtes zu bezeichnen oder auszudriicken
oder bewertet zu werden. Dies ist freilich héchst vage, und es ist eine unserer
Aufgaben in diesem Buch, Phrasen dieser Art einen exakten Sinn zu geben.
Dazu wird es sich als notig erweisen, diese Zeichen mit einem semantischen
“Wert” zu versehen, sie also zu interpretieren, wobei — wie wir noch sehen
werden — diese Interpretation bis zu einem gewissen Grad frei gewéhlt werden
kann; die “Bedeutung” der deskriptiven Zeichen ist also nicht fix.

Ganz anders verhélt es sich bei den logischen Zeichen. Sie haben sehr wohl
eine fixe Bedeutung, die aber nicht dadurch gegeben ist, dass wir ihnen einen
festen semantischen Wert zuordnen, sondern vielmehr dadurch, dass logische
Regeln — seien sie syntaktischer oder semantischer Natur — ihre Bedeutung
eindeutig festlegen. Die Verwendung der logischen Zeichen erméglicht es uns
ja erst, die logische Form sprachlicher Ausdriicke auf eindeutige Weise heraus-
zuarbeiten.

Die Hilfszeichen schliefllich dienen alleine dazu, Mehrdeutigkeiten zu ver-
meiden und die Lesbarkeit der Formeln zu férdern.

Gemif dieser Einteilung sieht nun das Alphabet unserer aussagenlogischen
Sprache wie folgt aus:

1. Aussagenvariablen: P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7, PS;- - -
2. Junktoren: —, A, V, —, <
3. Hilfszeichen: (, )

Unsere deskriptiven Zeichen sind also alleine die Aussagenvariablen, was sich
spéter darin zeigen wird, dass wir dieselben als wahr oder falsch bewerten wer-
den. Es gibt {ibrigens genauso viele Aussagenvariablen wie natiirliche Zahlen in
unserem Alphabet, also unendlich viele. Junktoren hingegen gibt es nur fiinf,
und wir haben dieselben ja bereits in den vorigen Kapiteln kennengelernt. Als
die einzigen Hilfszeichen werden wir die linke runde Klammer und die rechte
runde Klammer verwenden.

Statt ‘p1’, ‘p2’, ‘p3’, ‘p4a’, ‘ps’ werden wir auBlerdem meist ‘p’, ‘q¢’, ‘r’, ‘s’, ‘t
schreiben, um nicht stdndig zu Subindizes greifen zu miissen.

Mit diesem Alphabet kdonnen wir nun beliebige Zeichenfolgen bilden, und
zwar einfach dadurch, dass wir die Elemente des Alphabets “hintereinander-
schreiben”. Einige Beispiele dafiir sind:

e (pAq)

e (((

® T
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e VA)D(

® S

e (pAp)—p)

Nun ist es in der natiirlichen Sprache freilich so, dass wir durch ein beliebiges
Aneinanderreihen von Buchstaben nicht notwendigerweise auch grammatika-
lisch wohlgeformte Ausdriicke erzeugen. Genauso verhélt es sich bei den for-
malen Sprachen. Demgeméaf ist auch nicht jede Zeichenfolge aus der obigen
Liste grammatikalisch wohlgeformt, und zwar im Sinne der im folgenden zu
spezifizierenden Grammatik der aussagenlogischen Sprache.

4.2 Die Grammatik der aussagenlogischen Sprache

In den natiirlichen Sprachen gibt es viele verschiedenartige grammatikalische
Kategorien, die Grammatik der aussagenlogischen Sprache ist jedoch hochst
einfach. Wir werden in wenigen einfachen Schritten angeben koénnen, was ei-
ne (wohlgeformte) aussagenlogische Formel ist. Damit wissen wir dann auch,
welche Zeichenfolgen, die aus Elementen unseres Alphabets gebildet werden
konnen, grammatikalisch wohlgeformt sind — eben alle und nur die Formeln.
Um auf beliebige Formeln Bezug nehmen zu kénnen, werden wir im folgenden
die sogenannten Metavariablen ‘A’ ‘B’, ‘C’, ‘D’,...verwenden. Diese Zeichen
beniitzen wir also insbesondere, wenn wir etwas iiber alle Formeln der aus-
sagenlogischen Sprache aussagen wollen, oder wenn wir ausdriicken wollen,
dass eine Formel der aussagenlogischen Sprache existiert, die diese oder jene
Eigenschaft hat: Wir werden dann z.B. sagen, dass fiir alle Formeln A der
aussagenlogischen Sprache gilt, dass ... der Fall ist, oder dass es eine For-
mel B der aussagenlogischen Sprache gibt, fiir die ... der Fall ist. Das ‘Meta’
in ‘Metavariable’ rithrt daher, dass diese Metavariablen nicht selbst Teil der
Sprache sind, iiber die wir sprechen wollen — der sogenannten Objektsprache,
in unserem Fall: die aussagenlogische Sprache — sondern derjenigen Sprache
angehoren, in der wir iiber die Objektsprache sprechen — der sogenannten
Metasprache (in unserem Falle: Deutsch ergéinzt durch diverse formale Aus-
driicke).

Die Menge der Formeln der aussagenlogischen Sprache kénnen wir nun wie
folgt festlegen:

1. Jede Aussagenvariable ist eine Formel.

2. Wenn A eine Formel ist, dann ist auch —A eine Formel.
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3. Wenn sowohl A als auch B Formeln sind, dann ist auch (A A B) eine
Formel.

4. Wenn sowohl A als auch B Formeln sind, dann ist auch (A V B) eine
Formel.

5. Wenn sowohl A als auch B Formeln sind, dann ist auch (A — B) eine
Formel.

6. Wenn sowohl A als auch B Formeln sind, dann ist auch (A <+ B) eine
Formel.

7. Nur solche Zeichenfolgen sind Formeln, die sich mit Hilfe der Regeln 1-6
bilden lassen.

Wir nennen die gemafl Regel 1 gebildeten Formeln auch ‘atomare Formeln’,
die gem&f Regel 2 gebildeten Formeln ‘ Negationsformeln’, die gemafl Regel 3
gebildeten Formeln ‘ Konjunktionsformeln’, die gemafl Regel 4 gebildeten For-
meln ‘Diskunktionsformeln’, die gem&fl Regel 5 gebildeten Formeln ‘Implika-
tionsformeln’ und die geméB Regel 6 gebildeten Formeln ‘A quivalenzformeln’.
Alle Formeln, die nicht atomar sind, d.h. deren Bildung wenigstens eine der
Regeln 2-6 involviert, werden wir komplex nennen. Die gesamte Menge aller
Formeln bezeichnen wir auch mit ‘F’.

Eine Definition der obigen Art nennt man {ibrigens ‘rekursiv’ oder auch
‘induktiv’. Dabei beginnt man mit einer “Ausgangsmenge”: In unserem Falle
ist dies die Menge der Aussagenvariablen. Dies findet in unserer Definition
in Regel 1 seinen Ausdruck. Sodann gibt man Regeln an, mit deren Hilfe die
Ausgangsmenge Schritt fiir Schritt erweitert wird. In unserer Definition werden
dadurch immer “grélere” Negationsformeln, Konjunktionsformeln, Disjunkti-
onsformeln, Implikationsformeln und Aquivalenzformeln hinzugefiigt, wie man
an den Regeln 2-6 sieht. Endlich schlieffit man diese Erweiterung ab, indem
man alle “unerwiinschten” Elemente ausschlieft, ndmlich alle diejenigen, die
man mit Hilfe der bisher angegeben Regeln nicht hat erzeugen kénnen. Dies
wird in unserem Falle durch Regel 7 deutlich.

Veranschaulichen wir uns dies anhand eines Beispiels: Da p, ¢ und r Aussa-
genvariablen sind, sind

*pqr

geméB Regel 1 auch Formeln (und zwar derer drei). Daher ist geméfl Regel 2
auch

® D
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eine Formel (nédmlich eine Negationsformel), sowie gemaf Regel 3

° (q/\?‘)

eine Formel (ndmlich eine Konjunktionsformel). Somit ergibt sich gem#fl Regel
4, dass

e (pVi(gAT))

ebenfalls eine Formel ist (eine Disjunktionsformel). Indem wir erneut Regel 2
auf diese Formel anwenden, erhalten wir

e <(—pVi(gAr))

als Formel (wieder eine Negationsformel). Eine abermalige Anwendung von
Regel 2 ergibt, dass auch

o (-pV(gAT))

eine Formel ist (ebenfalls eine Negationsformel). Da — wie wir schon gesehen
haben — aber auch p eine Formel ist, ist gem&fl Regel 5

e (—(-pVI(gAT)) = D)

eine Formel (ndmlich eine Implikationsformel). Regel 6 erlaubt es uns nun,
auch

e ((7=(=pVi(gAr)) —=p) < (==(-pV(gAT)) = D))

als eine Formel (eine Aquivalenzformel) zu betrachten. Usw. Wie wir sehen,
enthélt unsere aussagenlogische Sprache Formeln beliebiger endlicher Lénge,
da die obigen Regeln wieder und wieder angewendet werden kénnen, um kom-
plexere und noch komplexere Formeln zu bilden.

Von den obigen Zeichenfolgen in Abschnitt 4.1 sind die erste, dritte und
fiinfte Zeichenfolge Formeln, die anderen jedoch nicht, denn letztere kénnen
nicht durch Anwendungen der Regeln 1-6 gebildet werden und sind somit
gemif Regel 7 keine Formeln.

Unsere Definition erlaubt es uns nun, fiir jede beliebige Zeichenfolge, die aus
Elementen unseres Alphabets gebildet ist, festzustellen, ob diese eine Formel
ist oder nicht. Bringen wir einige Beispiele dazu:

(a) (pAq)
(b) p

(c) (p— (q¢V—q)
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(h) (g—=(pVvr)
Zeichenfolge (a) ist aufgrund der Regeln 1 und 3 eine Formel, (b) alleine auf-
grund der Regel 1, (¢) ist aufgrund der Regeln 1, 2, 4 und 5 eine Formel, (d)
stellt sich nicht als Formel heraus, da wir m nicht als Aussagenvariable ein-
gefiihrt haben (und somit m gar nicht in unserem Alphabet vorkommt); (e)
ist keine Formel, da Disjunktionsformeln immer geklammert sein miissen; (f)
ist aufgrund der Regeln 1, 3 und 6 eine Formel, (g) ist keine Formel, da Aussa-
genvariablen nicht geklammert werden diirfen; und (h) ist keine Formel, weil
man geméifl unserer Definition beweisen kann, dass es in jeder Formel gleich
viele linke Klammern wie rechte Klammern geben muss.

Die Verwendung von Klammern riihrt von folgender Beobachtung her: Sagen
wir, jemand hétte es mit der Zeichenfolge

e (pAgVr)

zu tun. Was genau soll damit dann gemeint sein? Ist es die Disjunktionsformel

e (pAg)VrT)

oder doch die Konjunktionsformel

* (pA(gVr))
Wie immer die Antwort auch ausfillt: Die Auswirkungen auf die Bedingungen,
unter denen die ndmliche Formel wahr ist, und darauf, welche Schliisse sich
aus der Formel ziehen lassen, kénnten gravierend sein. Deshalb ist es sinn-
voll, etwaige Unklarheiten gleich von vornherein durch die Verwendung von
Klammern zu beseitigen. Geméfl unserer obigen Formationsregeln ist dann

e (pAqVr)

gar keine Formel, wihrend es sich bei ((p Aq) Vr) und (p A (¢ V r)) um zwei
— voneinander verschiedene — Formeln handelt.

Im Gegensatz zu den zweistelligen logischen Junktoren lédsst sich zeigen,
dass Anwendungen des einstelligen Negationsoperators — nicht zu Mehrdeu-
tigkeiten fithren kénnen: Jedes Vorkommnis von — bezieht sich immer auf die
eindeutig bestimmte darauf folgende Formel. Daher brauchen Anwendungen
von — auch nicht geklammert zu werden und entsprechend haben wir unsere
obige Definition der Menge der aussagenlogischen Formeln auch angelegt.
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4.3 Aussagenlogische Argumentformen

Wie wir bereits im letzten Kapitel gesehen haben, lassen sich aussagenlogische
Formeln als die aussagenlogischen Formen von Aussagesédtzen deuten. Wenn
wir unserer aussagenlogischen Sprache nun noch Argumentformen hinzufiigen
wollen — aussagenlogische Formen von Argumenten — so miissen wir sowohl
unser Alphabet als auch unsere Grammatik leicht verdndern.

Beginnen wir damit, das aussagenlogische Alphabet um folgende Symbole
Zu erganzen:

o Konklusionsindikator: .-
e Hilfszeichen: ,

Das logische Zeichen .. kennen wir ja schon aus Abschnitt 2.5, p.66, in dem
wir es als formalen Konklusionsindikator eingefiihrt haben. Der Beistrich dient
nur dazu, die Pramissen einer Argumentform deutlich voneinander zu trennen.
So konnen wir also festsetzen:

Eine Argumentform ist eine Zeichenfolge A1, ..., A,_1 .. B, wobei

1. alle A; (1 <i < n—1) aussagenlogische Formeln sind, welche durch
Beistriche voneinander getrennt sind und ‘Pramissen’ genannt wer-
den, und

2. B eine aussagenlogische Formel ist, welche durch .-. eingeleitet und
‘Konklusion’ genannt wird.

Wir lassen auch hier wieder den “Grenzfall” n = 1 zu, d.h., dass eine Argu-
mentform gar keine Pramissen hat. So eine Argumentform hétte also die Form

. B.
Beispielsweise ist die Zeichenfolge

e p,(pNq)..T

eine Argumentform geméfl unserer Formelregeln 1, 2 und 3 sowie der Definition
von Argumentformen.

4.4 Klammerersparnisregeln

Komplexe Formeln kénnen rasch recht uniibersichtlich werden, was zum Teil
auf die Verwendung allzu vieler Klammern zuriickzufiihren ist, wie man etwa
an folgendem Beispiel unschwer erkennen kann:
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o (= ((=((pV—g) AT)V 5) = 1) < (ps V —7pr))

Wir kénnen jedoch sogenannte Klammerersparnisregeln einfithren, mit deren
Hilfe unsere Formeln wieder ein wenig besser lesbar werden. Wir diirfen jedoch
nur dann Klammern weglassen, wenn es eindeutig festgelegt ist, wie wir die
urspriingliche (und eigentliche) Formel wiederherstellen kénnen. Die Regeln,
die wir im folgenden angeben werden, beriicksichtigen dies.

Kommen wir also zur Klammerersparnisregel 1:

(KE1) Die duBlersten Klammern einer Formel diirfen weggelassen werden.
Ublicherweise werden wir also etwa

e pAqstatt (p Aq),

o 7V (sAt)statt (rV (sAt)),

e —p — ¢ statt (-p — ¢) und

o (pAT) < gstatt (pAr) < q).

schreiben.
Die Klammerersparnisregel 2 lautet:

(KE2) Die Junktoren A und V binden stérker als die Junktoren — und <.

Dies heif3t, dass wir Klammern um Konjunktions- und Disjunktionsformeln
weglassen diirfen, wenn diese Formeln unmittelbare Teilformeln einer Impli-
kations- oder Aquivalenzformel sind. Wir schreiben also (unter gleichzeitiger
Verwendung von (KE1))

o p— g AT statt (p— (g AT)),
e pVg—rstatt (pVgq) —r),
e qV -1 (q— p) statt (gV —r) < (¢ — p))

Die Klammern, die im letzten Beispiel noch {iibrig sind, diirfen freilich nicht
weggelassen werden, da sonst die eindeutige Lesbarkeit nicht mehr gewéhrleistet
ware.

Zum Vergleich: Wir diirfen nicht etwa

e p>pA(sVr)statt (p < a(pA(sVT)))
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schreiben: Das Negationszeichen —, fiir das wir keine eigenen Klammern ein-
gefithrt haben, wird ja gem&fl den syntaktischen Regeln fiir aussagenlogische
Formeln immer so gelesen, dass es sich auf die unmittelbar folgende Formel
bezieht; in —p A (s V r) ist aber die unmittelbar auf — folgende Formel die
Aussagenvariable p und nicht etwa die Konjunktionsformel (p A (sV r)). Woll-
te man — auf (p A (s V r)) beziehen, so miifite man unbedingt die duBeren
Klammern in (p A (s V7)) belassen, was aber in p <> =p A (s V r) nicht der Fall
ist. Demnach kann p <+ =p A (s V r) nicht kurz fiir (p <> =(pA (sVr))) stehen,
sondern vielmehr fiir (p <> (-p A (sV 1))).

(KE2) erinnert uns an den Mathematikunterricht, in dem wir gelernt haben:
“Punktrechnung geht vor Strichrechung”, d.h., das Multiplikationszeichen bin-
det stérker als das Additionszeichen. Auf diese Weise erhélt man dann: a-b+c
ist identisch mit (a - b) + ¢ und nicht etwa mit a - (b+ ¢).
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