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LOGIK I (WS 2020/21)

Kapitel 0

Einleitung

dass die Logik diesen sicheren Gang schon von den &ltesten
Zeiten her gegangen sei, 13t sich daran ersehen, dass sie seit dem
Aristoteles keinen Schritt riickwérts hat tun diirfen. . . Merkwiirdig
ist noch an ihr, dass sie auch bis jetzt keinen Schritt vorwirts
hat tun konnen, und also allem Ansehen nach geschlossen und
vollendet zu sein scheint.

... die Grenze der Logik aber ist dadurch ganz genau bestimmt,
dass sie eine Wissenschaft ist, welche nichts als die formalen Re-
geln des Denkens (es mag a priori oder empirisch sein, einen Ur-
sprung oder Objekt haben, welches es wolle, in unserem Gemiite
zuféllige oder natiirliche Hindernisse antreffen) ausfiihrlich darlegt
und strenge beweist.

(Immanuel Kant, Kritik der reinen Vernunft, 2. Originalausga-
be, Hamburg: Meiner, 1990)

Ich habe... den Eindruck, dass die Logik, die in den Schulen
vertreten wird, so weit von jener Logik entfernt ist, die niitzlich fiir
die Leitung des Geistes hinsichtlich der Erforschung der verschiede-
nen Wahrheiten ist, wie sich die Knabenarithmetik von der Algebra
eines bedeutenden Mathematikers unterscheidet.... Im privaten
Bereich aber ist es hochste Zeit, dass Fachleute der Analytik eine
Logik zur Vollendung bringen, die geeignet ist, die einzelnen Un-
tersuchungen zu leiten, also einen LEITFADEN DES DENKENS.
Da namlich heutzutage ein so umfangreiches Material hervorra-
gender Gedanken vorhanden ist, bleibt es nur noch iibrig, diesen
eine Form zu verleihen. Einen LEITFADEN DES DENKENS aber

nenne ich eine bestimmte leichte und sichere Methode, mit der wir,
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8 KAPITEL 0. EINLEITUNG

wenn wir ihr folgen, ohne Beunruhigung des Geistes, ohne Strei-
tigkeiten, ohne Furcht zu irren nicht weniger sicher voranschreiten
als jemand, der im Labyrinth einen Ariadnefaden zur Verfiigung
hat. Und ich meine, dass eine solche Methode in unserer Macht
steht und mit nicht allzu grofler Schwierigkeit erstellt werden kann
und dass diese so evident sein wird, dass sie alle Kontroversen ohne
Widerspruch beendet, ganz und gar so wie jene [Kontroversen|, die
im Bereich der Zahlenkalkiile auftreten kénnen, von einem erfahre-
nen Arithmetiker entweder alleine oder unter Hinzuziehung eines
Mitarbeiters ohne Schwierigkeit beendet werden. Ich meine, dass
der Gebrauch dieser Methode unter die hochsten Giiter zu zdhlen
ist, die dem Menschengeschlecht zuteil werden konnten.

(Gottfried Wilhelm Leibniz, Die Grundlagen des logischen Kal-
kiils, hg. von F. Schupp, Hamburg: Meiner, 2000)

Wie muss ich denken, um das Ziel, die Wahrheit zu erreichen?
Die Beantwortung dieser Frage erwarten wir von der Logik, aber
wir verlangen nicht von ihr, dass sie auf das Besondere jedes Wis-
sensgebiets und deren Gegenstinde eingehe; sondern nur das Allge-
meinste, was fiir alle Gebiete des Denkens Geltung hat, anzugeben,
weisen wir der Logik als Aufgabe zu. Die Regeln fiir unser Den-
ken und Firwahrhalten miissen wir bestimmt denken durch die
Gesetze des Wahrseins. Mit diesen sind jene gegeben. Wir kénnen
mithin auch sagen: Die Logik ist die Wissenschaft der allgemeins-
ten Gesetze des Wahrseins.

(Gottlob Frege, Nachgelassene Schriften, hg. von H. Hermes,
F. Kambartel und F. Kaulbach, Hamburg: Meiner, 1983)

Ich bin... {iberzeugt, dass wir in einer durchaus endgiiltigen
Wendung der Philosophie mitten darin stehen und dass wir sachlich
berechtigt sind, den unfruchtbaren Streit der Systeme als beendigt
anzusehen. Die Gegenwart ist, so behaupte ich, bereits im Besitz
der Mittel, die jeden derartigen Streit im Prinzip unnétig machen;
es kommt nur darauf an, sie entschlossen anzuwenden.

Diese Mittel sind in aller Stille, unbemerkt von der Mehrzahl
der philosophischen Lehrer und Schriftsteller, geschaffen worden,
und so hat sich eine Lage gebildet, die mit allen fritheren unver-
gleichbar ist. Dafl die Lage wirklich einzigartig und die eingetrete-
ne Wendung wirklich endgiiltig ist, kann nur eingesehen werden,
indem man sich mit den neuen Wegen bekannt macht und von
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dem Standpunkte, zu dem sie fiihren, auf alle die Bestrebungen
zuriickschaut, die je als “philosophische” gegolten haben.

Die Wege gehen von der Logik aus.

(Moritz Schlick, “Die Wende der Philosophie”, Erkenntnis 1
(1930))

Bevor wir beginnen: Logik ist die wissenschaftliche Erfolgsgeschichte des 20.
Jahrhunderts: Googlen Sie doch mal

Godel Time 100
Wittgenstein Time 100
Turing Time 100

Wir gehen ein paar Jahre zuriick. Es ist Anfang Oktober 2010.
Hannes Leitgeb, der im Begriff ist, nach Miinchen umzuziehen, trifft Herrn
P (‘P’ fiir ‘Philosoph’) auf der Strafe.

H: Hallo!

P ...

H: (Lauter) Hallo!!

P: (Aufblickend) Hallo! Entschuldige bitte: Ich war gerade am philosophi-
schen Griibeln. Die Welt ist so tief, philosophisch, weifit du? Na ja, vielleicht
weiflt du das auch nicht. Ich habe gehort, dass du nach Miinchen gehst. Hast
du dich schon eingerichtet? Wie steht es mit deinem Biiro?

H: Alles noch in Arbeit. Nichts ist in meinem Biiro, nichts ist in meinem
Sekretariat.

P: Was, nichts — also das Nichts — ist in deinem Biiro? Huuu. . . das ist ja zum
Fiirchten. Und wie geht denn das iiberhaupt: Nichts ist doch auch in deinem
Sekretariat. Ich schliefle: Das Nichts kann zugleich an zwei verschiedenen Orten
sein. Und wenn nichts in deinem Biiro ist, dann folgt doch auch, dass zumindest
etwas in deinem Biiro ist. Es ist also zugleich nichts und etwas in deinem Biiro.
Und. ..

H: Das ist alles Unsinn. Wenn du ‘Nichts ist in meinem Biiro’ und ‘Nichts
ist in meinem Sekretariat’ richtig logisch représentierst, wirst du merken, dass
sie nicht von derselben logischen Form sind wie — sagen wir — ‘Der Tisch ist in
meinem Biiro’, sondern vielmehr nur soviel heissen wie: Es ist nicht der Fall,
dass etwas in meinem Biiro ist, es ist nicht der Fall, dass etwas in meinem
Sekretariat ist. ‘Nichts’ ist iiberhaupt kein Name fiir ein Objekt und schon gar
nicht fiir ein Objekt, das an zwei verschiedenen Orten zugleich sein konnte.

Hannes Leitgeb: Logik I
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10 KAPITEL 0. EINLEITUNG

Und weil ‘nichts’ kein Name fiir ein Objekt ist, kann man auch nicht aus
‘Nichts ist in meinem Biiro’ folgern, dass etwas in meinem Biiro ist. Vielmehr
widersprechen ‘Nichts ist in meinem Biiro’ und ‘Etwas ist in meinem Biiro’
einander.

P: Dann bin ich ja beruhigt. Erziahl weiter!

H: Nichts ist also in meinem Biiro, nichts ist in meinem Sekretariat. Wenn
mein alter Schreibtisch von daheim mit dem Lastwagen geliefert wird, dann
stelle ich ihn in mein Biiro. ..

P: Moment: Das ist sehr interessant. Sagen wir, er wird geliefert: Nach
dem, was du sagst, wird dann einerseits dein Schreibtisch mit dem Lastwa-
gen geliefert, andererseits stellst du ihn in dein Biiro. Der Schreibtisch hat
also diese zwei Eigenschaften: Mit dem Lastwagen geliefert zu werden und
von dir in dein Biiro gestellt zu werden. Aber wie kann er denn diese beiden
Eigenschaften zugleich haben? Einerseits fahrt er mit dem Lastwagen herum,
andererseits schiebst du ihn ins Biiro hinein. Aha, ich verstehe: Der Schreib-
tisch hat zueinander widerspriichliche Eigenschaften. Darin driickt sich wohl
die Verdnderung, das Werden aus. Dinge, die sich verindern, haben wider-
spriichliche Eigenschaften. Aber letzlich verdndert sich doch alles: Also hat
alles widerspriichliche Eigenschaften. Das erinnert mich an meine Habilita-
tionsschrift, in der ich. ..

H: Nein, nein, nein: Der Schreibtisch hat diese Eigenschaften gar nicht zu-
gleich. Genauer: ‘wird mit dem Lastwagen geliefert’ driickt gar keine Eigen-
schaft aus, nur ‘wird mit dem Lastwagen zum Zeitpunkt t geliefert’ driickt eine
Eigenschaft aus. Genauso driickt ‘stelle ich ins Biiro’ keine Eigenschaft aus,
weil man wiederum hinzusagen muss, wann ich dieses und jenes ins Biiro stel-
le. Was ich vorher meinte, war selbstverstdndlich nur: Wenn mein Schreibtisch
zum Zeitpunkt ¢t mit dem Lastwagen geliefert wird, dann stelle ich ihn zu einem
spateren Zeitpunkt ¢ in mein Biiro. Es ist auch gar nicht widerspriichlich, zu
einem Zeitpunkt mit dem Lastwagen geliefert zu werden und zu einem anderen
Zeitpunkt von mir ins Biiro gestellt zu werden. Selbiges gilt iibrigens genau
genommen auch fiir ‘Nichts ist in meinem Biiro’ und ‘Nichts ist in meinem Se-
kretariat’: Zu einem bestimmten Zeitpunkt ist nichts in meinem Biiro, und zu
einem bestimmten Zeitpunkt ist nichts in meinem Sekretariat. Man 148t die-
se zeitlichen Relativierungen in der natiirlichen Sprache nur oft weg, aber in
der eigentlichen logischen Form dieser Sétze sind dieselben selbstverstandlich
vorhanden.

P: Schade eigentlich: Ich war gerade dabei, ein paar tiefe Einsichten in die
Welt zu gewinnen. ..

H: Nur scheinbar.

P: Lassen wir das. Erzihl weiter.

Hannes Leitgeb: Logik I
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H: Nichts ist in meinem Biiro, nichts ist in meinem Sekretariat. Wenn mein
alter Schreibtisch von daheim mit dem Lastwagen geliefert wird, dann stelle
ich ihn in mein Biiro. Angenommen, ich stelle ihn in mein Biiro: ...

P: Was heiffit ‘angenommen’? Du hast doch gerade gesagt, dass du ihn in
dein Biiro stellen wirst.

H: Ich habe nur gesagt: Wenn er mit dem Lastwagen geliefert wird, dann
stelle ich ihn in mein Biiro. Wenn er nicht mit dem Lastwagen geliefert wird,
dann stelle ich ihn vielleicht gar nicht in mein Biiro. Das Ding ist n&mlich
schwierig zu transportieren. Also: Wenn mein alter Schreibtisch von daheim
mit dem Lastwagen geliefert wird, dann stelle ich ihn in mein Biiro. Angenom-
men, ich stelle ihn in mein Biiro: ...

P: (Triumphierend) ... dann muss es der Fall sein, dass er mit dem Last-
wagen geliefert worden ist!

H: Hmmm. Eigentlich nicht. Du darfst zwar aus ‘Wenn mein alter Schreib-
tisch von daheim mit dem Lastwagen geliefert wird, dann stelle ich ihn in mein
Biiro” und ‘Mein alter Schreibtisch von daheim ist mit dem Lastwagen gelie-
fert worden’ folgern, dass ich den Schreibtisch in mein Biiro stelle. Aber du
darfst nicht aus ‘Wenn mein alter Schreibtisch von daheim mit dem Lastwagen
geliefert wird, dann stelle ich ihn in mein Biiro’ und ‘Ich stelle meinen alten
Schreibtisch von daheim in mein Biiro’ folgern, dass mein alter Schreibtisch
von daheim mit dem Lastwagen geliefert worden ist. Denn der Schreibtisch
konnte ja vielleicht auch mit einem grossen PKW geliefert worden sein: Stell
Dir vor, das wére so. Wenn ich ihn dann ins Biiro stellte, dann wére ‘Ich stelle
meinen alten Schreibtisch von daheim in mein Biiro’ wahr. Und ‘Wenn mein
alter Schreibtisch von daheim mit dem Lastwagen geliefert wird, dann stelle
ich ihn in mein Biiro’ haben wir ja von vornherein als wahr vorausgesetzt.
Deine Konklusion, dass mein Schreibtisch mit dem Lastwagen geliefert wur-
de, wire dann aber falsch. Es muf} also — gegeben das, was ich gesagt habe —
keineswegs so sein, dass der Schreibtisch mit dem Lastwagen geliefert worden
ist.

P: Ich wollte nicht unterbrechen. Du wolltest sagen. ..

H: Angenommen, ich stelle ihn in mein Biiro: Stelle ich ihn dann vom Ein-
gang aus gesehen links auf oder rechts?

P: Die Frage ist jetzt aber keine philosophische Frage.

H: (Verwundert) Natiirlich nicht. Ich erzéhle doch nur von meinem zukiinf-
tigen Biiro.

P: Ha! Jetzt wird es aber doch philosophisch: Dein zukiinftiges Biiro? Wie
kannst du denn jetzt von etwas erzdhlen, dass es erst in der Zukunft geben
wird? Das hiele doch: Es gibt jetzt etwas, dass es jetzt noch gar nicht gibt.
Ich mo6chte da gleich noch einmal zuriickkommen, auf meine frithere Idee, das

Hannes Leitgeb: Logik I
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12 KAPITEL 0. EINLEITUNG

Werden durch. ..

H: Bitte nicht. Logisch betrachtet gibt es nur etwas, das diese und jene Ei-
genschaften hat, oder es gibt so etwas eben nicht. Es gibt z.B. ein Biiro des
Herrn Hannes Leitgeb, welches — sagen wir — mit dem 12. November 2010 von
mir bezogen wird, dann bis zum Zeitpunkt meiner Pensionierung mehr oder
weniger unveréndert bleibt, und mit dem Zeitpunkt meiner Pensionierung von
meinem Nachfolger oder meiner Nachfolgerin auseinandergenommen wird. Ich
kann jetzt von diesem meinem Biiro sprechen, so wie ich von allen anderen
Dingen, die zu bestimmten Zeitpunkten bestimmte FEigenschaften haben, spre-
chen kann. Und dein ‘Es gibt jetzt etwas, das es jetzt noch gar nicht gibt’ ist
nicht ganz préizise formuliert. Was du eigentlich meinst, ist nur: Es gibt et-
was, das vom 12. November 2010 bis zum Zeitpunkt meiner Pensionierung
mein Biiro ist, und auflerdem ist es der Fall, dass das heutige Datum vor dem
12. November 2010 liegt. Na und? Daran ist doch gar nichts bedenklich? Du
kannst doch auch von Aristoteles reden, obwohl er bereits 322 v. Chr. verstor-
ben ist. Aristoteles hat die Eigenschaft, von 384 v. Chr. bis 322 v. Chr. gelebt
zu haben. Das kann ich doch jetzt sagen.

P: Stimmt: Von Aristoteles méchte ich eigentlich schon reden kénnen. Ich
bin ja ein Philosoph. Trotzdem beunruhigt mich das.

H: Was?

P: Es ist doch so: Aristoteles hat am 18. Oktober 380 v. Chr. um 9:00 Uhr
morgens in der Nase gebohrt, oder Aristoteles hat am 18. Oktober 380 v. Chr.
um 9:00 Uhr morgens nicht in der Nase gebohrt.

H: Natiirlich: Dieser Satz ist — wie die Logiker sagen — logisch wahr. Er ist
wahr rein aufgrund der Bedeutung der Ausdriicke ‘oder’ und ‘nicht’. Egal wie
die Welt wére, der Satz konnte gar nicht falsch sein. Und alle S&tze derselben
logischen Form miissen ebenfalls wahr sein.

P: Aber wenn es keine Zeitreisen gibt, dann ist es doch vermutlich so, dass
wir niemals herausfinden konnen, ob Aristoteles nun am 18. Oktober 380 v.
Chr. um 9:00 Uhr morgens in der Nase gebohrt hat oder nicht.

H: Und?

P: Ja ist das nicht ein Problem?

H: Gar nicht. Es ist doch nur so, dass es entweder wahr ist, dass Aristoteles
am 18. Oktober 380 v. Chr. um 9:00 Uhr morgens in der Nase gebohrt hat,
oder dass dies falsch ist. Aber etwas kann durchaus wahr oder falsch sein,
ohne dass wir herausfinden konnen, welche der beiden Alternativen eintritt
oder eingetreten ist. Es ist wahr, dass am Mars auf den Koordinaten so-und-
so ein griiner Stein mit einem Durchmesser von einem Meter liegt, oder aber
das ist falsch. Dies ist so ganz unabhéngig davon, was wir dariiber wissen oder
was wir dariiber wissen kénnen. Wahrheit ist etwas anderes als Wissen oder
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Wissbarkeit.

P: Ich sehe, was du meinst. Einverstanden. Aber hat Aristoteles nun am 18.
Oktober 380 v. Chr. um 9:00 Uhr morgens in der Nase gebohrt?

H: Keine Ahnung, wie soll ich das wissen? Das ist auch gar keine philoso-
phische Frage, sondern eine empirische. Davon solltest du die Finger lassen.

P: Stimmt. Ich bin ja ein Philosoph.

H: Darf ich jetzt endlich von meinem Biiro weitererzéihlen?

P: Gerne.

H: Nichts ist in meinem Biiro, nichts ist in meinem Sekretariat. Wenn mein
alter Schreibtisch von daheim mit dem Lastwagen geliefert wird, dann stelle
ich ihn in mein Biiro. Angenommen, ich stelle ihn in mein Biiro: Stelle ich ihn
dann vom Eingang aus gesehen links auf oder rechts? Und. ..

P: Soll ich dazu jetzt sagen, ob dies wahr oder falsch ist?

H: (Noch verwunderter) Wie konntest Du? Ich habe doch nur eine Frage
gestellt. Fragen sind aber keine Aussagesitze — anders ausgedriickt: Fragen
sind weder wahr noch falsch. Nur die Antwort auf eine Frage kann wahr oder
falsch sein.

P: Ah, ja. Und...

H: Und noch etwas beschéftigt mich: Die Ludwigstrafle 31 ist der Ort, an
dem sich mein Biiro befinden wird. . .

P: Halt! Das kann gar nicht so sein.

H: 777 Das steht aber doch in meinem Vertrag. ..

P: In der Sprache der Mathematiker ausgedriickt, hast du gerade behauptet:

Ludwigstrale 31 = der Ort, an dem sich Hannes Leitgebs Biiro
befinden wird

H: Ganz genau.

P: Das kannst du aber gar nicht so meinen. Die linke Seite dieser Gleichung
fangt ja mit einem ‘L’ an, widhrend die rechte Seite mit einem ‘d’ beginnt.
Wie sollen die beiden dann identisch sein? Oder kénnen verschiedene Dinge
identisch zueinander sein? Das bringt mich zu meinen friiheren. ..

H: Bitte nicht schon wieder!! Ein und dasselbe Ding kann doch ohne weiteres
mehrere Namen haben. Ein und dieselbe Ortlichkeit kann zugleich mit dem
Namen ‘Ludwigstrafie 31’ und mit der Kennzeichung ‘der Ort, an dem sich
Hannes Leitgebs Biiro befinden wird’ bezeichnet werden. Mein Sohn heifit ja
auch ‘Sebastian’, und wir bezeichnen ihn dennoch manchmal mittels allerlei
Spitznamen. Der eine Name, den ich verwendet habe, um iiber die Ortlichkeit
zu sprechen, die mich interessiert, beginnt mit einem ‘L’, der andere Name
mit einem ‘d’, aber beide Namen beziehen sich auf dasselbe Objekt. Und die
Gleichung sagt nicht aus, dass die Namen identisch sind, sondern dass das, was
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14 KAPITEL 0. EINLEITUNG

der eine Name bezeichnet, identisch ist dem, was der andere Name bezeichnet.
Aristoteles ist doch auch identisch mit dem philosophischen Lehrer Alexanders
des Groflen?

P: Stimmt, das erzdhle ich ja auch meinen Studentinnen und Studenten.
Dennoch habe ich immer noch Sorgen.

H: Was denn noch?

P: Aristoteles ist der philosophische Lehrer Alexanders. Das heifit: Aristo-
teles ist identisch dem philosophischen Lehrer Alexanders.

H: Ja.

P: Aristoteles ist ein Philosoph. Heiflt das dann: Aristoteles ist identisch dem
Philosophen? Aha: Das wiirde erklidren, warum Aristoteles im Mittelalter als
‘der Philosoph’ bezeichnet wurde. Nur: Platon ist auch ein Philosoph. Heif3t
das dann: Platon ist identisch dem Philosophen? Und wenn beide mit dem
Philosophen identisch sind, sind sie dann nicht einander identisch? Bezeichnet
‘Aristoteles’ dasselbe Objekt wie ‘Platon’? Oh: Ist vielleicht alles eins, und. ..

H: Du hast nur die logische Form dieser Sitze missverstanden. ‘Aristoteles
ist der philosophische Lehrer Alexanders’ ist in der Tat ein Identitéitssatz, so
wie der frithere Satz iiber die Ludwigstrafie 31. Aber ‘Aristoteles ist ein Phi-
losoph’ ist kein Identitétssatz, noch ist ‘Platon ist ein Philosoph’ ein solcher.
Daher darfst du auch nicht so schlieflen, wie du es getan hast.

P: Aber wie soll ich das denn erkennen? In beiden Féllen steht einfach nur
st’.

H: Das ist der Grund, warum in Logikvorlesungen eine Symbolsprache ein-
gefithrt wird, in der das ‘ist’ in ‘Aristoteles ist der philosophische Lehrer Alex-
anders’ klar unterschieden ist vom ‘ist’ in ‘Aristoteles ist ein Philosoph’. Die
natiirliche Sprache kann einen sonst zu leicht verwirren und Probleme schaf-
fen, wo eigentlich gar keine sind. So wie auch bei ‘Nichts ist in meinem Biiro’:
In der logischen Symbolsprache wird es sonnenklar, inwiefern sich ‘Nichts ist
in meinem Biiro’ von ‘Der Tisch ist in meinem Biiro’ unterscheidet und was
man aus dem einen Satz, nicht aber aus dem anderen Satz schlieen darf. Und
dies obwohl die beiden Sétze in der natiirlichen Sprache so aussehen, als wiren
sie ganz dhnlich geformt. Deswegen wird meine Logik 1 Vorlesung auch ihren
ersten Schwerpunkt auf das Thema logische Représentierung legen.

P. Vielleicht sollte ich doch mal eine Logikvorlesung besuchen.

H: (Leicht verzweifelt) Bitte!

P: Was ist jetzt mit der Ludwigstrafie 317

H: Die Ludwigstrale 31 ist der Ort, an dem sich mein Biiro befinden wird.
Aber die Ludwigstrafle 31 gilt auch als der Ort, an dem so seltsame Dinge wie
Logik und Wissenschaftstheorie beheimatet sind, vor denen sich die Studieren-
den angeblich fiirchten. Werden sie sich trauen, mich in meinem zukiinftigen
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Biiro besuchen zu kommen?

P: Die werden schon zur Ludwigstraflie 31 kommen. Schon weil man dort
auch zu anderen Lehrstiihlen weitergehen kann. (Grinst)

H: Weifit du, in der Ludwigstrale 31 griinde ich auch das neue Munich
Center for Mathematical Philosophy, das ganz toll werden wird. Weltweit be-
geistern sich némlich gerade ungemein viele junge Philosophen und Philoso-
phinnen fiir die Anwendung logischer und mathematischer Methoden in der
Philosophie, es herrscht grofie Begeisterung und Aufregung dariiber, alles ist in
einer dhnlichen Aufbruchsstimmung wie damals beim Wiener Kreis, Miinchen
wird weltweit fithrend darin sein, und es wire so schade, wenn unsere Studie-
renden daran nicht teilhétten.

P: Beruhige dich. Vielleicht komme ich dich ja auch mal besuchen und
mit ein bisschen Gliick kann ich sogar eine Studentin oder einen Studenten
iiberreden, mich zu begleiten.

H: Das ist nett.

P: Aber jetzt muss ich weiter iiber die wirklich tiefen Fragen nachdenken.
(Senkt den Kopf, murmelt) Wenn die Studierenden in Herrn Leitgebs Biiro
in die LudwigstraBe 31 gehen, das Nichts immer noch dort ist, Herrn Leit-
gebs Schreibtisch sowohl mit einem Lastwagen geliefert als auch in sein Biiro
geschoben wird, und zugleich Aristoteles und Platon der Philosoph sind: Ver-
dréingen die Studierenden das Nichts aus dem Biiro, bewegt es sich dann weiter
in den Lastwagen, oder war es vielmehr immer schon dort, und bin vielleicht
sogar ich eins mit Aristoteles und Platon? Und Herr Leitgeb mit mir? Rede
ich die ganze Zeit mit mir selbst? Ist das Nichts, das dann in dem Lastwagen
sein wird, identisch mit dem Nichts, das jetzt in meinem bzw. in Aristoteles’
Biiro in der Ludwigstrafle 31 ist, und das, obwohl Aristoteles schon tot ist, ich
aber nicht? Und wenn Fragen nicht wahr oder falsch sind: Dann muss ich sie
doch auch gar nicht beantworten. ... (Winkt und geht weg)

H: Bis bald. Ich sehe dich dann in meiner Vorlesung. (Wischt sich iiber die
Stirn)

Diese Vorlesung wendet sich — wie schon der Titel besagt — an Philoso-
phen und Philosophinnen, die die Grundziige der klassischen Aussagen- und
Pradikatenlogik kennenlernen wollen (oder miissen :-).

Eine der grundlegenden Aufgaben der Philosophischen Logik besteht darin,
die logische Form sprachlicher Ausdriicke herauszuarbeiten, d.h., die logisch
relevanten Bestandteile von Ausdriicken zu identifizieren, dieselben in logischer
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Hinsicht zu kategorisieren und die Art und Weise, wie sie logisch zusammen-
gesetzt sind, zu bestimmen. Denn erst wenn feststeht, worin iiberhaupt die
logische Form von sprachlichen Ausdriicken besteht, ldsst sich angeben, wel-
che logischen Eigenschaften diese besitzen und in welche logischen Beziehungen
sie eintreten, also, unter welchen Umstédnden etwa ein Aussagesatz wahr oder
falsch ist, welche anderen Sétze aus dem Satz folgen, durch welche Sétze er
impliziert wird, ob er widerspriichlich ist, welchen Sdtzen er widerspricht, etc.

Was genau sprachliche Ausdriicke sind, und um welche sprachlichen Aus-
driicke es der Logik im Besonderen geht, werden wir gleich im néchsten Ka-
pitel behandeln. Im Idealfall sollten wir zu jedem sprachlichen Ausdruck der
Umgangssprache genau eine “richtige” logische Form angeben kénnen. Das
ist jedoch illusorisch. Die Umgangssprache ist viel zu vage und mehrdeutig,
als dass es uns in jedem Falle geldnge, von der logischen Form eines um-
gangssprachlichen Ausdrucks zu sprechen. Oft reicht jedoch eine hinreichend
gute Anndherung, und falls wir Zweifel hegen, ob wir die (oder eine) “rich-
tige” logische Form gefunden haben, so kann eine solche logische Form zu-
mindest fiir einen gewissen Zweck dienlich sein; und falls sie sich nicht als
zweckdienlich erweist, konnen wir immer noch eine andere Form wéhlen. Die
némlichen logischen Formen entnehmen wir von uns konstruierten Kunstspra-
chen, die wiederum dem Zwecke dienen, die Vagheiten und Mehrdeutigkeiten
der natiirlichen Sprache zu beseitigen. Sprache ist ja nichts Statisches und
kann von uns zu bestimmten Zwecken verbessert werden! Dies alles trigt in
jedem Falle zu einem besseren Verstdndnis unserer natiirlichen Sprache bei
und dadurch indirekt auch zu einem besseren Verstdndnis dessen, woriiber
unsere Sprache spricht, ndmlich: die Welt. Zugleich verbessern und erweitern
die von uns konstruierten logischen Kunstsprachen unsere sprachlichen Aus-
drucksmoglichkeiten, d&hnlich wie technische Terme und formale Symbole die
Ausdrucksschérfe und Ausdruckskraft von wissenschaftlichen Sprachen ver-
bessern und erweitern konnen. Bereits Aristoteles verwendete in seiner Logik,
der “Syllogistik”, zu diesem Zweck formale Symbole (wenn es sich dabei auch
naturgeméfl um griechische Zeichen handelte).

Auf diese Weisen hilft uns die logische Analyse, Missverstindnisse zu ver-
meiden, die zu diversen unliebsamen Konsequenzen fithren konnten, etwa in
grundlegenden Diskussionen {iber Moral und Gesellschaft. Es soll uns in der
Ethik und in anderen philosophischen Gebieten nicht so gehen wie denjenigen,
die sich von folgendem (nicht ganz ernst gemeinten) Argument verwirren las-
sen: Alle schlauen Menschen sind Fiichse. Alle Fiichse haben vier Beine. Daher
haben alle schlauen Menschen vier Beine. Der Grund, warum wir dieses Ar-
gument intuitiv als ungiiltig ansehen, besteht darin, dass wir den Ausdruck
‘Fiichse’ in zwei verschiedenen Bedeutungen verwenden, ndmlich einmal in ei-
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nem metaphorischen und einmal in einem zoologischen Sinn. In einer logischen
Sprache konnte uns das nicht passieren, denn dort miissen wir die beiden Vor-
kommnisse von ‘Fiichse’ durch verschiedene logische Zeichen reprisentieren.
Das sich auf diese Weise ergebende Argument stellt sich dann in der Tat als
nicht logisch giiltig heraus.

Genauso: Der philosophischen Kontroverse “Zahlen existieren.” “Nein: Zah-
len existieren nicht!” “Doch!” in der Metaphysik konnen einerseits unter-
schiedliche ontologische Theorien zu Zahlen zugrundeliegen, andererseits aber
auch unterschiedliche Umschreibungen von ‘existieren’ (z.B. ‘existiert als Ob-
jekt oder Individuum egal welcher Art’ versus ‘existiert als physikalisches Ob-
jekt, welches in Raum und Zeit lokalisiert und mit kausalen Kréften verse-
hen ist’). Im ersteren Fall geht es um einen echten wissenschaftlichen Wett-
streit darum, welche die bessere philosophische Theorie der Natur der Zah-
len darstellt. Der zweitere Fall jedoch wire blo3 das Resultat eines Miss-
verstandnisses, welches durch die logische Analyse sprachlicher Ausdriicke
vermieden oder zumindest unwahrscheinlicher gemacht werden kann. In der
Sprache des pradikatenlogischen Teils der Vorlesung: Soll mit ‘Zahlen exis-
tieren’ bloB Jz(x ist eine Zahl) oder das spezifischere Jz(x ist eine Zahl A
x ist physikalisch N x ist in Raum und Zeit \ x hat kausale Krifte) gemeint
sein? dx steht dabei fiir ‘es gibt ein z, sodass...”, und A steht fiir ‘und’: Die
logischen Regeln fiir diese beiden logischen Verkniipfungen werden wir in der
Vorlesung noch ausfiihrlich diskutieren, und es wird sich herausstellen, dass
sich der logische Begriff von Existenz, der durch 3 ausgedriickt wird, als neu-
trale Grundlage fiir diverse philosophische Dispute zur Existenz von Objekten,
z.B. von Zahlen, eignet.

Wenn wir also eine prézise logische Form fiir sprachliche Ausdriicke angege-
ben haben, kénnen wir zur zweiten wichtigen Aufgabe der Logik {ibergehen,
namlich auf dieser Basis sprachlichen Ausdriicken logische Figenschaften und
Beziehungen zuzuschreiben. Wir tun dies stindig — ganz nebenbei —, selbst
wenn wir Logik noch gar nicht beherrschen. Wenn beispielsweise jemand be-
hauptet, dass Herbert ein Philosophiestudent ist, und wenn wir bereits wissen,
dass alle Philosophiestudierenden Logik lernen, dann diirfen wir zurecht dar-
aus folgern, dass Herbert Logik lernt, und in der Tat werden wir oftmals so
schlieBen. Eine wichtige logische Beziehung ist also z.B. die der logischen Fol-
ge. Wir wenden logische Folgerungen aber nicht nur im Alltag an, sondern vor
allem auch in den Wissenschaften. In allen exakten Wissenschaften gibt man
nédmlich Theorien dadurch an, dass man gewisse Satze als grundlegend oder ge-
geben voraussetzt und alle anderen Sétze, die man fiir wahr hélt, versucht, aus
ersteren zu folgern. Im Idealfall werden die Sitze (“Gesetze” und “Beobach-
tungsdaten”), die man voraussetzt, wahr sein, und dann wird sich die Wahrheit
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dieser Siitze auch auf diejenigen Sitze (die “Vorhersagen”) vererben, die man
aus den vorausgesetzten Satzen herleiten kann. Ganz allgemein zeichnet sich
Wissenschaft — ja vielleicht jegliches rationale Vorgehen — dadurch aus, dass
Satzinhalte in einen systematischen logischen Zusammenhang gebracht wer-
den. Das Ziel besteht nicht darin, einen Satz nach dem anderen zu behaupten,
sondern fiir eine Behauptung auf Basis anderer Behauptungen zu argumen-
tierten. Wenn alles gut geht, stellen sich diese Argumente als logisch giiltig
heraus, d.h. die Behauptung, fiir die man argumentieren will, folgt logisch aus
den Behauptungen, unter deren Annahme oder Voraussetzung man argumen-
tiert. Die Logik liefert einem die nétigen Werkzeuge dafiir, solche Argumente
préizise und transparent zu formulieren, auf ihre logische Giiltigkeit hin zu
iiberpriifen, und wichtige logische Begriffe — wie den der logischen Folge — ex-
akt zu fassen. Man darf daher immer noch mit der Tradition sagen, dass die
Logik die Lehre vom richtigen Schlieen oder Schlussfolgern sei, solange man
sich klar dariiber ist, dass es dabei nicht um die Beschreibung oder kausale
Erklarung psychischer oder kommunikative Prozesse gehen soll: Diese gehéren
vielmehr zum Themengebiet von deskriptiv-empirischen Wissenschaften wie
der Psychologie, den Neurowissenschaften, der Linguistik oder der Soziologie.
Die Logik jedoch kiimmert sich nicht darum, wie Menschen tatsdchlich schlie-
Ben. Stattdessen will einem die Logik einen Leitfaden an die Hand geben (siehe
das Zitat von Leibniz oben), wie wir von gegebener Information auf andere In-
formation hin schlielen diirfen, wenn wir dabei Wahrheit erhalten wollen, und
zwar unabhéngig davon, aus welchem Gegenstandsbereich die namlichen In-
formationen stammen (wie von Kant und Frege oben angesprochen) — letztlich
eine normativ-philosophische und keine deskriptiv-empirische Frage!

Seit dem sogennanten Psychologismusstreit im 19. Jahrhundert, den auf
der Seite der Logik u.a. Gottlob Frege und Edmund Husserl fochten, wird
diese Unterscheidung zwischen empirischen Disziplinen wie der Psychologie
und der normativ ausgerichteten Disziplin der Logik konsequent angewandt.
Die Werkzeuge, die wir zur Bestimmung der logischen Form und zur Zuschrei-
bung von logischen Eigenschaften und Beziehungen bené6tigen, und welche erst
seit dem phantastischen Fortschritt der Logik im 19. und 20. Jahrhundert zur
Verfiigung stehen (von Kant im Zitat oben nicht vorhergesehen), werden in
dieser Vorlesung Schritt fiir Schritt entwickelt und im Detail behandelt wer-
den. Insbesondere werden wir feststellen, dass sich logische Form und logische
Eigenschaften und Beziehungen in unterschiedlich feiner “Auflsung” erkliren
lassen: einmal grobkoérniger — aussagenlogisch — und andererseits feinkorniger —
pradikatenlogisch. Wir werden also alle Themen dieses Buches zweimal behan-
deln: In der ersten Hilfte unter der schwicheren “Lupe” der Aussagenlogik und
in der zweiten Hélfte mit dem stéarkeren “Mikroskop” der Prédikatenlogik. Die
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Pradikenlogik wird sich letztlich als hinreichend ausdrucksstark erweisen, um
einen Grofiteil aller Wissenschaftssprachen logisch durchdringen zu koénnen,
darunter auch viele philosophische Argumente. Dariiber hinaus stellt die klas-
sische Pradikatenlogik die Grundlage fiir eine Vielzahl logischer Erweiterungen
dar, deren Studium dem der Logik I nachfolgen kann — insbesondere wenn sich
dies als fiir die eigene weitere philosophische Arbeit notwendig erweist.
Zusammengefasst: Die Logik ist das grundlegende Instrumentarium, das
wir Philosophen und Philosophinnen brauchen, um philosophische Fragen ge-
nau und unzweideutig formulieren zu kénnen, um festlegen zu kénnen, un-
ter welchen Bedingungen eine Antwort auf diese Fragen wahr oder falsch
ist, um wichtige philosophische Begriffe definieren zu konnen, um Argumen-
te auf ihre Giiltigkeit hin untersuchen zu kénnen, um stillschweigende Vor-
aussetzungen philosophischer Argumente explizit machen zu kénnen, um aus
Behauptungen auf korrekte Weise Schliisse ziehen zu kénnen, um in einfa-
chen Modellen die Plausibilitdt von philosophischen Theorien iiberpriifen zu
konnen, um mathematische Methoden auf philosophische Fragestellungen an-
wendbar machen zu kénnen, und um insgesamt Fortschritt in der Philosophie
erzielen zu konnen (wie in dem Zitat von Schlick oben angedeutet), dhnlich
wie Naturwissenschaftler/Naturwissenschaftlerinnen in ihren Wissenschaften
fortschreiten. Die Logik stellt also nicht nur ein philosophisches Gebiet ne-
ben anderen dar (Erkenntnistheorie, Metaphysik, Ethik, Sprachphilosophie,
Wissenschaftstheorie,. . .), durch sie lernt man dariiber hinaus auch klar zu
sprechen und klar zu denken — eine Grundanforderung an jede gute Philoso-
phin und jeden guten Philosophen in jedem philosophischen Fachgebiet.
Anders ausgedriickt:

Little progress is made in mathematics or philosophy without
a strong capacity for abstract pattern recognition.

(Timothy Williamson, Interview in: V.F. Hendricks und J. Sy-
mons (Hg.), Formal Philosophy, Breinigsville, PA: Automatic Press,
2005.)

Genau diese Fiahigkeit zur logisch-formalen Abstraktion, die man durch
das Studium der Logik lernt, wenden meinen Kolleginnen/Kollegen und ich
auch in unserem Munich Center for Mathematical Philosophy an: Schauen
Sie doch mal vorbei! (Physikalisch in der Ludwigstrafie 31, virtuell unter
http:/ /www.memp.philosophie.uni-muenchen.de/index.html.)
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Das vorliegende Buch/Vorlesungskriptum?! wird absolut ausreichen, um dem
Inhalt der Vorlesung voll und ganz folgen zu kénnen. Hier sind dennoch noch
ein paar zusétzliche Literaturempfehlungen zu Logik-Einfithrungen fiir Philo-
sophen und Philosophinnen:

e B. Mates, Elementare Logik. Pridikatenlogik der ersten Stufe mit Iden-
titdt, 2. Auflage, Gottingen: Vandenhoeck & Ruprecht, 1978.

e G. Link, Collegium Logicum, Band 1 und 2, Paderborn: Mentis, 2009/2014.

e J. Barwise und J. Etchemendy, Language, Proof and Logic, Stanford:
CSLI, 2002.

e V. Halbach, the logic manual, Oxford: Oxford University Press, 2010.

Dariiber hinaus bietet die Stanford FEncyclopedia of Philosophy unter pla-
to.stanford.edu eine frei zugéngliche, von Fachleuten verfasste und von eben-
solchen Fachleuten begutachtete Enzyklopédie fiir diverse Schlagworte, die im
Laufe der Logik 1 eine Rolle spielen werden: Sehen Sie doch mal nach unter

plato.stanford.edu/entries/aristotle-logic/
plato.stanford.edu/entries /psychologism/
plato.stanford.edu/entries/qgoedel /
plato.stanford.edu/entries/logical-consequence/

Usw.

!Dieses Vorlesungsskriptum entsteht in Zusammenarbeit mit Alexander Hieke, welcher
an der Universitdt Salzburg ebenfalls Logik-Vorlesungen abhélt. Ich mochte mich sehr bei
Marian David, Georg Reiter und Dirk Kindermann bedanken, die an der Universitiat Graz auf
Basis dieses Skripts in die Logik eingefiihrt haben, und deren Riickmeldungen bereits in die
aktuelle Version desselben eingeflossen sind. Dank gebiihrt ebenfalls diversen Ubungsleitern /-
leiterinnen und Studierenden, die mir im Laufe der Zeit wertvolles Feedback zukommen
lielen. Das Vorlesungsskript dient mittlerweile auch an anderen deutschen Universititen als
Grundlage fiir Logik-Lehrveranstaltungen.
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Kapitel 1

Vorbemerkungen

1.1 Sprachliche Ausdriicke

Wenn es die erste Aufgabe des Gebietes der Philosophischen Logik ist, die
logische Form sprachlicher Ausdriicke zu bestimmen, so miissen wir uns zuerst
die Frage stellen:

Was sind iiberhaupt sprachliche Ausdriicke?

Am einfachsten ist es, mit einigen typischen Beispielen fiir sprachliche Aus-
driicke (in unserem Fall der deutschen Sprache) zu beginnen. Betrachten wir
z.B. die Ausdriicke, die in den folgenden fiinf Zeilen vorkommen:

Heidi, Herbert, Otto, der Papst, der Stephansdom
fahren, laufen, lachen, beten, weinen

mit, iiber, auf, unter

Heidi geht, Herbert lauft, Otto singt, der Papst betet

Wir haben hier die sprachlichen Ausdriicke mehr oder weniger genau in gram-
matikalische Kategorien unterteilt im Sinne der Grammatik der deutschen
Sprache, welche sich — wie wir sehen werden — nicht mit den Kategorien der
logischen Sprachen decken, die wir spdter behandeln werden. Dariiber hinaus
konnen wir mit den Mitteln der natiirlichen Sprache auch “sinnlose” Aus-
driicke wie

Stephansdom lachen, Heidi {iber, Herbert weinen Otto unter
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bilden. In jedem Fall haben wir es dabei mit sprachlichen Ausdriicken zu tun.
Wir wissen aber immer noch nicht, um welche Art von “Dingen” es sich bei
sprachlichen Ausdriicken handelt.

Und das ist auch nicht so einfach zu beantworten: Wir kénnen ja auch mit
Hilfe unserer Stimmbénder, Zunge, Lippen, etc. Laute erzeugen, die wir als
sprachliche Ausdriicke betrachten — wenn auch sprachliche Ausdriicke recht
fliichtiger Natur, ndmlich Schallwellen, also Longitudinalschwingungen von
Luftmolekiilen. Freilich haben wir schon seit geraumer Zeit die technischen
Moglichkeiten, diese Schallwellen aufzuzeichnen, im Allgemeinen aber haben
wir solche Aufzeichnungsgerite nicht zur Hand, sodass die von uns produzier-
ten Schallwellen unwiederbringlich verloren sind. Nichtsdestotrotz stellen sie
sprachliche Ausdriicke dar. Um weniger fliichtige Objekte handelt es sich bei
solchen sprachlichen Ausdriicken, die niedergeschrieben wurden — im tradi-
tionellen Fall Tinte-, Kreidehdufchen oder Ahnliches. Wir tippen sprachliche
Ausdriicke aber auch in unsere Computer. Hier stellt sich bereits ganz deutlich
die Frage, worum genau es sich bei diesen sprachlichen Ausdriicke handelt: Ft-
wa um Lichtpunkte am Monitor, Elektronen im Arbeits- oder Massenspeicher
oder um eine Textdatei auf einem USB-Stick (was auch immer genau das sein
mag)? Wir wollen diese Frage hier nicht beantworten, sondern nur darauf hin-
weisen, dass dies letztlich eine Frage der Konvention ist: Wir selbst — also die
Sprecher — entscheiden, welche physikalischen Gegensténde wir als sprachliche
Objekte anerkennen und verwenden, auch wenn uns diese Entscheidung beim
Gebrauch der Sprache meist gar nicht bewusst ist.

Es gibt aber fiir unsere Zwecke noch wichtigere Probleme. Betrachten wir
beispielsweise die Aussagesitze

Otto ist ein Philosoph.
Otto ist ein Philosoph.
Otto is a philosopher.

Die Frage ist nun: Wie viele verschiedene Sétze stehen hier? Die Antwort ist
jedoch noch nicht eindeutig zu geben, da wir noch nicht wissen, was genau mit
dem Wort ‘Satz’ gemeint ist.

Wenn wir Satze als “Haufchen”, etwa bestehend aus Druckerschwirze, be-
trachten, also als konkrete Inschriften oder Vorkommnisse, so stehen hier drei
Sétze verzeichnet. Betrachten wir sie hingegen als abstrakte Gegenstidnde in
dem Sinne, dass sie Mengen gestaltgleicher Inschriften sind, so stehen hier
nur zwei Sitze, denn zwei der Inschriften fallen dann unter ein und denselben
Typus. Wir sollten also zwischen sogenannten Inschriften und deren Typen un-
terscheiden. Typen (als Mengen gestaltgleicher Inschriften) kénnen wir durch
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Abstraktion aus Inschriften gewinnen, indem wir gestaltgleichen Inschriften
denselben Typ zuordnen. Fiir die Bestimmung des Typs einer Inschrift ist also
nur wichtig, wie die Inschrift “aussieht”, nicht aber wo sie wann vorkommt.
Umgekehrt erhalten wir durch Instantiierung bzw. Realisierung konkrete In-
schriften aus deren Typus. In der englischen wie oft auch in der deutschen
Fachliteratur werden Inschriften bzw. Vorkommnisse iibrigens als ‘tokens’ be-
zeichnet und die Typen als ‘types’.! Wenn wir uns also fragen, wie viele Sitze
oben stehen, und wenn wir mit ‘Satz’ den Typus meinen, dann meinen wir
offensichtlich mit ‘oben stehen’: ‘oben als Inschrift instantiiert /realisiert sein’.
Wenn wir jedoch mit ‘Satz’ die Inschrift meinen, dann meinen wir mit ‘oben
stehen’: ‘rdumliche Koordinaten haben, die oben auf dem Papier liegen’. Satz-
typen haben natiirlich keine rdumlichen Koordinaten, genauso wenig wie man
von Satzinschriften sagen wiirde, sie seien instantiiert/realisiert.

Die Unterscheidung zwischen Vorkommnissen und Typen lédsst sich nicht
nur auf Aussagesitze anwenden, sondern auf alle Arten von sprachlichen Aus-
driicken. Ja, sie ldsst sich sogar iiber sprachliche Gegenstéinde hinaus anwen-
den, z.B. im Alltag an: Wenn etwa auf einer Strafle im Abstand von zwei
Minuten zwei VW Kifer an uns vorbei rollen, dann haben wir zwei Instanti-
ierungen desselben Autotyps beobachtet, also zwei Kéfer-Vorkommnisse vom
Kafer-Typus.

Im Falle sprachlicher Ausdriicke gibt es jedoch noch eine dritte Antwort auf
die Frage, wie viele Sitze denn nun in der obigen Liste stehen, eine Antwort,
die uns bei Automobilen nicht zur Verfiigung steht. Sowohl Inschriften als auch
Typen haben ndmlich im Allgemeinen eine Bedeutung (wihrend dies bei Au-
tomobilen im Allgemeinen nicht der Fall ist — auch wenn so manchen Leuten
ihr Auto wohl recht viel “bedeutet”). Wenn wir némlich (Aussage-)Sétze als
sogenannte Propositionen betrachten, ndmlich als die Bedeutungen oder In-
halte von Inschriften oder Typen, so haben wir es oben mit genau einem Satz
zu tun, da alle drei Inschriften bzw. zwei Typen dieselbe Bedeutung haben
bzw. dieselbe Proposition ausdriicken. Wir sehen also, dass ein und diesel-
be Proposition durch Inschriften bzw. Typen verschiedener Sprachen ausge-
driickt werden kann. Denn der deutsche Satz ‘Otto ist ein Philosoph’ driickt
offensichtlich dieselbe Proposition aus wie der englische Satz ‘Otto is a phi-
losopher’. Dies erkennen wir u.a. daran, dass wir ‘Otto is a philosopher’ als
englische Ubersetzung des deutschen Satzes ‘Otto ist ein Philosoph’ anerken-
nen. Wir kénnen jedoch auch ein und dieselbe Proposition durch zwei Satzty-
pen derselben Sprache ausdriicken. Z.B. driicken die Satztypen der folgenden

!Diese Terminologie geht auf den bedeutenden amerikanischen Philosophen Charles San-
ders Peirce zuriick.
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Satzinschriften dieselbe Proposition aus:
e Herbert ist der Bruder von Josef.
e Josef ist der Bruder von Herbert.

Wir wollen hier bis auf weiteres den “Mittelweg” beschreiten und Sétze
bzw. sprachliche Ausdriicke der natiirlichen Sprachen im Allgemeinen als Ty-
pen betrachten, also als abstrakte Gegensténde, die gestaltgleiche Inschriften
“zusammenfassen”. Wenn wir die Unterscheidung von Grof- und Kleinbuch-
staben ignorieren, und man sich fiir jedes Zeichen (z.B. fiir jeden Buchstaben)
auf genau einen Zeichentyp einigt, lassen sich Ausdruckstypen auch als end-
liche geordnete abstrakte Folgen von Zeichentypen auffassen, bei denen offen
bleiben soll, wo und wann sie auf welche Weise instantiiert oder realisiert wer-
den. Z.B. entspricht der Ausdruckstyp ‘otto’ der Folge (‘0’,‘t’,‘t’,‘0’), und
es wird uns im Folgenden nicht interessieren, wer wo wann ‘otto’ (oder auch
‘Otto’) schreibt. Genau so wollen wir sprachliche Ausdriicke in den folgenden
Kapiteln verstehen. Diese Ausdruckstypen sind es letztlich, die wir logisch
analysieren wollen, um deren logische Form zu erhalten.

Der Grund dafiir, dass wir diesen Mittelweg wihlen, ist, dass (i) Inschriften —
wie bereits erwidhnt — recht fliichtiger Natur sind, und Logiker sich lieber mit
Dingen beschiftigen, die ihnen immer zur Verfiigung stehen (auch wenn diese
Dinge abstrakt sind), und dass (ii) Propositionen von manchen Philosophen
und Logikern als durchaus dubiose Entitéiten betrachtet werden, ja dass sogar
deren Existenz in Zweifel gezogen wird.? Um also auch den Bedenken dieser
Philosophen und Logiker Geniige zu tun, wollen wir daher von der Einfiihrung
von Propositionen als den grundlegenden Objekten der Logik absehen, zumal
wir sie fiir unsere Zwecke hier tatsidchlich nicht benétigen. Typen sind in der
Tat genau diejenigen Entitéten, die fiir unsere logischen Bediirfnisse am besten
geeignet sind. (Gewisse logische “Nachkonstruktionen” von Propositionen — et-
wa als Mengen von zueinander logisch dquivalenten Aussagesatztypen oder als
Mengen von préadikatenlogischen Interpretationen, unter denen ein bestimm-
ter Aussagesatztyp wahr ist — lassen sich spater immer noch nachliefern, wenn
wir die Logik von Aussagesatztypen erst einmal entwickelt haben werden.)

1.2 Verwendung und Erwihnung

Im vorigen Abschnitt haben wir — wie das so iiblich ist — Sétze und andere
sprachliche Ausdriicke verwendet, um Informationen zu iibermitteln. Dariiber

2Der bekannteste Vertreter einer “propositionslosen” Philosophie ist Willard Van Orman
Quine, einer der bedeutendsten Philosophen des 20. Jahrhunderts.
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hinaus haben wir aber auch gewisse sprachliche Ausdriicke erwdhnt. Z.B. ha-
ben wir oben den Satz ‘Denn der deutsche Satz ‘Otto ist ein Philosoph’ driickt
offensichtlich dieselbe Proposition aus wie der englische Satz ‘Otto is a philo-
sopher’.” verwendet, in dem sowohl der deutsche Satz ‘Otto ist ein Philosoph’
als auch der englische Satz ‘Otto is a philosopher’ erwéhnt wird, d.h., in dem
iiber dieselben “geredet” wird. Wir sehen schon, dass die Verwendung von
einfachen Anfiihrungszeichen ein géngiges Mittel darstellt, um zu verdeutli-
chen, dass wir einen sprachlichen Ausdruck erwidhnen und nicht verwenden.
Wir wollen im folgenden einfache Anfiihrungszeichen nur dazu verwenden,
um Ausdriicke zu erwihnen. Doppelte Anfithrungszeichen kénnen wir dazu
verwenden, um jemanden zu zitieren oder um einen metaphorischen Sprach-
gebrauch anzudeuten.
Dazu einige Beispielsétze:

1. ‘Otto’ hat vier Buchstaben.
2. ‘Otto’ hat fiinf Buchstaben.
3. Otto hat vier Buchstaben.
4. Otto ist ein Mann.

5. ‘Otto’ ist ein Mann.

Im ersten, zweiten und fiinften Satz sprechen wir von dem Wort, also dem
sprachlichen Ausdruck, ‘Otto’, wihrend wir im dritten und vierten Satz von
der Person Otto sprechen. Der erste Satz ist wahr, jedenfalls wenn mit ‘hat vier
Buchstaben’ soviel wie ‘hat die Wortldnge 4’ gemeint ist, oder auch ‘ist eine
viergliedrige Folge von Buchstaben’. Der zweite Satz ist entsprechend falsch,
und der dritte Satz scheint sinnlos zu sein. Der vierte Satz ist wahr, und der
fiinfte Satz scheint wiederum sinnlos zu sein.

Betrachten wir jedoch den dritten und fiinften Satz etwas genauer: Im drit-
ten Satz wird der Person Otto die Eigenschaft zugeschrieben, eine bestimmte
Folge von Buchstaben zu sein. Dies erscheint auf den ersten Blick deshalb sinn-
los, weil man {iiblicherweise Eigenschaften von sprachlichen Ausdriicken nie-
mals Personen zuschreiben oder auch aberkennen wiirde. In der Logik diirfen
wir jedoch durchaus ein wenig liberaler sein, d.h.: Wenn nur Ausdriicke Buch-
staben haben konnen und Otto eine Person ist, dann ist der Satz ‘Otto hat
vier Buchstaben’ schlichtweg falsch (und nicht sinnlos). Im Folgenden werden
wir der Einfachheit halber oftmals diesen toleranteren Weg beschreiten. Aus
analogen Griinden kann man auch den fiinften Satz als falsch betrachten, da ja
sprachliche Ausdriicke niemals Ménner sind. Im Falle des dritten Satzes héitten
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wir sogar noch eine weitere Moglichkeit, den Sinn dieses Satzes zu “retten”:
Wir kénnten den Ausdruck ‘haben’ niamlich im Sinne von ‘besitzen’ verstehen,
und wenn Otto wirklich vier Buchstaben (z.B. ausgeschnittene Kartonstiicke
oder #hnliches) besitzt, dann wire der Satz sogar wahr. Diese Bedeutung von
‘Buchstaben haben’ soll uns aber jetzt nicht weiter beschéftigen.

Neben der Verwendung von Anfiihrungszeichen gibt es noch einige ande-
re Methoden, um Ausdriicke zu erwidhnen; wir verwenden im Folgenden ins-
besondere durch Absetzung und Einriickung gekennzeichnete Kontexte, um
Sétze herauszustellen, die wir sodann mittels ‘der (erste, zweite,. . .) Satz oben’
erwihnen kénnen. Wenn wir z.B. vorher den Satz

1. ‘Otto’ hat vier Buchstaben.

herausgestellt und mittels ‘Im ersten Satz...” erwdhnt haben, dann hétten

wir dies auch durch das Setzen einfacher Anfithrungszeichen bewerkstelligen
konnen, wenn auch auf Kosten der Ubersichtlichkeit. Die Methode der Abset-
zung und Einriickung wird in diesem Buch manchmal aber auch dazu verwen-
det werden, gewisse Zeichenfolgen besonders hervorzuheben. Weiters lassen
sich sprachliche Ausdriicke durch Beschreibung erwihnen (wie in ‘Der Tauf-
name des Aristoteles hat 11 Buchstaben’) und dergleichen mehr.

Nachdem wir nun ein wenig mehr Verstdndnis von der Erwahnung sprach-
licher Ausdriicke gewonnen haben, konnen wir diesen Begriff etwas genauer
fassen (wenn auch nicht ganz exakt):

Ein Objekt x wird in einem Satz A erwdhnt genau dann, wenn in dem
Satz A iiber x “gesprochen” wird, d.h., wenn A auf x Bezug nimmt.

Ein Objekt kann dabei alles Mogliche sein: ein Mensch, ein Tier, eine Zahl, ein
sprachlicher Ausdruck, etc. Die folgenden Beispiele sollten dabei helfen, den
Begriftf der Erwdhnung noch etwas besser verstehen zu kénnen:

e (Der Mensch) Aristoteles wird in dem Satz ‘Aristoteles ist ein Grieche’
erwahnt, da in dem Satz iiber Aristoteles gesprochen wird.

e (Der sprachliche Ausdruck) ‘Aristoteles’ wird in dem Satz ‘Aristoteles ist
ein Grieche’ nicht erwéhnt, da in dem Satz nicht iiber (den sprachlichen
Ausdruck) ‘Aristoteles’ gesprochen wird.

o (Der sprachliche Ausdruck) ‘Aristoteles’ wird in dem Satz ‘ ‘Aristoteles’
hat 11 Buchstaben’ erwéhnt, da in dem Satz {iber (den sprachlichen
Ausdruck) ‘Aristoteles’ gesprochen wird.

e (Der Mensch) Aristoteles wird in dem Satz ‘ ‘Aristoteles’ hat 11 Buch-
staben’ nicht erwihnt, da in dem Satz nicht iiber Aristoteles gesprochen
wird.
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Wenden wir uns nun dem Begriff der Verwendung zu. Man kann zwei Arten
der Verwendung von sprachlichen Ausdriicken unterscheiden:

Der sprachliche Ausdruck = wird in einem Satz A syntaktisch verwendet,
wenn z in A als Zeichenfolge vorkommt.

Der sprachliche Ausdruck x wird in einem Satz A semantisch verwendet,
wenn x in A als Zeichenfolge vorkommt, und wenn dabei x in A in seiner
iiblichen Bedeutung verwendet wird, sodass x irgendetwas bezeichnet
oder ausdriickt.

Zum Beispiel: Wenn x in A genau einmal als Zeichenfolge vorkommt und dabei
unter Anfiihrungszeichen steht, dann wird x in A nicht so verwendet, dass z
irgendetwas bezeichnet oder ausdriickt. In diesem Fall wird x also nur syntak-
tisch, aber nicht semantisch verwendet. Genauso wird in dem Satz ‘Gerhard
Sommerauer ist ein netter Mensch’ der Ausdruck ‘Sommer’ zwar syntaktisch
verwendet, jedoch nicht semantisch: In dem némlichen Satz wird ‘Sommer’
némlich nicht so verwendet, dass er in iiblicher Weise die Jahreszeit Sommer
bezeichnen wiirde. Die zweitere Bedeutung von ‘Verwendung’ — Verwendung
im semantischen Sinne — ist die weit wichtigere. Ist in der Fachliteratur von
Verwendung die Rede, dann ist praktisch immer diese Art von Verwendung ge-
meint, und wir selbst werden ‘Verwendung’ ebenfalls immer im semantischen
Sinne verstehen, solange wir nichts anderes dazusagen.
Betrachten wir nun einige weitere Beispiele zum Begriff der Verwendung:

e (Der sprachliche Ausdruck) ‘Aristoteles” wird in dem Satz ‘Aristoteles
ist ein Grieche’ syntaktisch verwendet, da ‘Aristoteles’ als Zeichenfolge
in dem Satz vorkommt, und zwar ganz am Anfang des Satzes.

o (Der sprachliche Ausdruck) ‘Aristoteles” wird in dem Satz ‘Aristoteles
ist ein Grieche’ semantisch verwendet, da ‘Aristoteles’ als Zeichenfolge
in dem Satz vorkommt und ‘Aristoteles’ in dem Satz wie iiblich dazu
verwendet wird, (den Menschen) Aristoteles zu bezeichnen.

o (Der sprachliche Ausdruck) ‘Aristoteles” wird in dem Satz ‘ ‘Aristoteles’
hat 11 Buchstaben’ syntaktisch verwendet, da ‘Aristoteles’ als Zeichen-
folge in dem Satz vorkommt, und zwar fast ganz am Anfang des Satzes,
nach genau einem Anfiithrungszeichen.

e (Der sprachliche Ausdruck) ‘Aristoteles’ wird in dem Satz ‘ ‘Aristoteles’
hat 11 Buchstaben’ nicht semantisch verwendet, da ‘Aristoteles’ als Zei-
chenfolge in dem Satz zwar vorkommt, aber ‘Aristoteles’ in dem Satz
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nicht wie iiblich dazu verwendet wird, (den Menschen) Aristoteles zu
bezeichnen, sondern stattdessen als blofl syntaktischer Teil eines Aus-
drucks mit Anfiihrungszeichen vorkommt, der selbst — wie wir gleich
sehen werden — in dem Satz semantisch verwendet wird.

o (Der sprachliche Ausdruck) *‘Aristoteles’’ wird in dem Satz *‘Aristo-
teles” hat 11 Buchstaben’ syntaktisch verwendet, da ‘‘Aristoteles’’ als
Zeichenfolge in dem Satz vorkommt, und zwar ganz am Anfang des Sat-
zes.

e (Der sprachliche Ausdruck) ‘Aristoteles’” wird in dem Satz ‘‘Aristo-
teles’ hat 11 Buchstaben’ semantisch verwendet, da ‘‘Aristoteles’’ als
Zeichenfolge in dem Satz vorkommt und ‘ ‘Aristoteles’” in dem Satz wie
iiblich dazu verwendet wird, (den sprachlichen Ausdruck) ‘Aristoteles’ zu
bezeichnen. ‘ ‘Aristoteles’’” kommt in dem Satz nicht unter Anfiihrungs-
zeichen vor, nur ‘Aristoteles’ kommt in dem Satz unter Anfiihrungszeichen
vor.

Wie bereits betont: Wenn in der Literatur von der Unterscheidung von
Erwidhnung und Verwendung die Rede ist, dann ist normalerweise die Unter-
scheidung von Erwédhnung und semantischer Verwendung gemeint. In vielen
Fillen fallen syntaktische und semantische Verwendung eines Ausdrucks aber
einfach zusammen, wie aus dem obigen Beispiel ersichtlich ist, wo von der Ver-
wendung des sprachlichen Ausdrucks ‘Aristoteles’ in dem Satz ‘Aristoteles ist
ein Grieche’ die Rede ist. Es kann durchaus auch ein und derselbe sprachliche
Ausdruck in demselben Satz sowohl erwéhnt als auch semantisch verwendet
werden: Z.B. wird in ‘‘Aristoteles’ ist der Name des Aristoteles’ der Name
‘Aristoteles’ sowohl erwdhnt als auch semantisch verwendet.

Man mag sich die Frage stellen, warum wir denn so genau und ausfiihrlich
die Unterscheidung zwischen Verwendung und Erwdhnung erldutert haben.
Der Grund liegt einfach darin, dass wir in der Logik stdndig iiber sprachliche
Ausdriicke sprechen miissen, und wir daher sauber zwischen der Verwendung
und der Erwidhnung von sprachlichen Ausdriicken unterscheiden sollten, um
Verwirrungen vorzubeugen. Nicht nur Logiker, sondern etwa auch Sprachphi-
losophen und Linguisten sollten sich dieser Unterscheidung bewusst sein, und
manchmal sogar auch Wissenschaftler anderer Disziplinen, wie etwa der Ma-
thematik, der Psychologie oder der Soziologie. Logik ist jedenfalls eines der
(wenigen) wissenschaftlichen Gebiete, in denen in Sprache dber Sprache ge-
sprochen wird.
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1.3 Aussagesitze

Wir haben uns in diesem Kapitel zuerst Gedanken dariiber gemacht, was denn
sprachliche Ausdriicke ganz im Allgemeinen sind, anschliefend haben wir dann
die Begriffe der Verwendung und Erwihnung von Ausdriicken unterschieden,
da in der Logik hiufig iiber sprachliche Ausdriicke gesprochen wird. Nun wol-
len wir uns der fiir die Logik wichtigsten Kategorie sprachlicher Ausdriicke
widmen, ndmlich der Kategorie der Aussagesitze. Aussagesitze sind bestimm-
te, wichtige und fiir uns besonders interessante sprachliche Ausdriicke. (Aber
nicht jeder sprachliche Ausdruck ist ein Aussagesatz.)

In den natiirlichen Sprachen unterscheiden wir eine ganze Menge verschie-
dener grammatikalischer Kategorien, wie die der Substantive, Verben, Pra-
positionen, Partizipien, Nominalphrasen, etc. Die Logik kiimmert sich jedoch
um diese Kategorien und diese Kategorisierung nicht allzu sehr. Sie bietet
vielmehr ihre eigenen logischen Kategorien an, nach denen die Ausdriicke syn-
taktisch einzuteilen sind. Und die herausragende logische Kategorie — welche
wir allerdings auch in der Grammatik der natiirlichen Sprachen finden — ist
eben die der Aussagesdtze. Denn die Aussagesitze sind diejenigen sprachli-
chen Ausdriicke, die uns im Alltag und in den Wissenschaften dazu dienen,
Information zu tibermitteln und damit sinnvoll zu kommunizieren.

Nun ist es freilich schwierig, genau zu charakterisieren, was eine Information
ist, und was es denn heiflen, eine solche zu {ibermitteln. Solange diese Begriffe
jedoch nicht geklért sind, sollten wir den Begriff des Aussagesatzes auch nicht
damit definieren. Es bietet sich jedoch ein Ausweg an: Die Aussagesitze dienen
uns nicht nur dazu, Information zu iibermitteln, sie sind auch genau diejenigen
sprachlichen Ausdriicke, die wahr oder falsch sind. Die Begriffe der Wahrheit
und Falschheit sind zudem gut geeignet, als zentrale Begriffe der Logik zu
dienen, da es das primére Ziel der Wissenschaften darstellt herauszufinden,
welche Aussagesitze denn wahr sind und welche falsch, und da Argumente
normalerweise dazu vorgebracht werden, die Wahrheit der Konklusion durch
die Wahrheit der Pramissen (Annahmen, Voraussetzungen) zu stiitzen. Au-
Berdem wurde durch die Arbeiten des polnischen Logikers und Philosophen
Alfred Tarski gezeigt®, dass die Definition von ‘wahr’ und ‘falsch’ auf wis-
senschaftlicher Basis durchgefiihrt werden kann. Wir werden in diesem Buch
spéter eine Variante einer solchen Definition kennenlernen. Wir kénnen also
Folgendes festlegen:

Definition 1 Ein Aussagesatz ist ein sprachlicher Ausdruck, der wahr oder
falsch ist.

$Vgl. [13].
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Ein sprachlicher Ausdruck ist demnach genau dann ein Aussagesatz, wenn er
die Eigenschaft besitzt, wahr oder falsch zu sein. Oder nochmals anders ausge-
driickt: Wenn ein sprachlicher Ausdruck wahr ist, muss es sich um einen Aus-
sagesatz handeln (ndmlich um einen wahren Aussagesatz). Wenn ein sprachli-
cher Ausdruck falsch ist, muss es sich ebenfalls um einen Aussagesatz handeln
(ndmlich um einen falschen Aussagesatz). Und — umgekehrt — wenn es sich
bei einem sprachlichen Ausdruck um einen Aussagesatz handelt, so muss die-
ser entweder wahr oder falsch sein. (Statt ‘Aussagesatz’ sagt man auch oft
‘deskriptiver Satz’ oder ‘deklarativer Satz’.)

Die Intuitionen, die uns dabei leiten, sind die folgenden: Ein Aussagesatz
ist wahr, wenn er mit der Wirklichkeit iibereinstimmt, sonst falsch. Diese In-
tuitionen wollen wir in spéateren Kapiteln noch formal exakt erfassen.

Betrachten wir nun einige Beispiele fiir Sédtze der deutschen Sprache, von
denen manche — aber nicht alle — Aussagesétze sind:

1. Salzburg hatte im Jahre 1998 mehr als 140.000 Einwohner.

2. Bertrand Russell erhielt im Jahre 1950 den Nobelpreis.

3. Sherlock Holmes erhielt im Jahre 1950 den Nobelpreis.

4. Die Quadratwurzel aus 2 erhielt im Jahre 1950 den Nobelpreis.
5. Hast Du das Fenster geschlossen?

6. Habe ich Dir nicht schon hundert Mal gesagt, dass Du das Fenster schlie-
Ben sollst?

7. Osterreich gewihrt politischen Fliichtlingen Asyl.
8. Osterreich soll politischen Fliichtlingen Asyl gewsihren.
9. 7T+5=12.

10. 745 =11.

11. ((a+b)+c)=(a+ (b+c)).

12. a-(b+c¢)=a-b—a-c.

13. Herbert 16scht die Tafel.

14. Herbert, 16sche die Tafel!

15. Herbert 16scht die Tafel!
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16. Es ist moglich, dass es Leben auf dem Mars gibt.
17. Es ist moglich, dass 2 -2 = 3.
18. Es ist gut, nicht zu stehlen.

19. Johann Sebastian Bach ist ein um vieles besserer Komponist als Hector
Berlioz.

20. Heidi liebt Herbert.

21. Herbert wird von Heidi geliebt.

22. Heidi weif, dass Herbert glaubt, dass er sie liebt.
23. Das, was zuvor ist, ist natiirlich auch nachher nicht.

Wenn wir wissen wollen, welche dieser Zeichenfolgen ein Aussagesatz ist, miis-
sen wir uns die Frage stellen, ob die jeweilige Zeichenfolge wahr oder falsch ist.
Dazu miissen wir uns nicht unbedingt dariiber klar werden, ob die Zeichenfolge
wahr ist, noch miissen wir uns dariiber klar werden, ob sie falsch ist; wir sollten
nur Klarheit dariiber gewinnen, ob sie wahr-oder-falsch ist. Es geht also nur
darum festzustellen, ob der jeweilige sprachliche Ausdruck iiberhaupt in die
Kategorie der Zeichenfolgen gehort, denen man sinnvoll einen Wahrheitswert
zuschreiben kann — die (im relevanten Kontext) wahrheitswertfihig sind. Hat
der Ausdruck keine der beiden Eigenschaften der Wahrheit bzw. der Falschheit,
dann ist er auch kein Aussagesatz.

Satz 1 ist offensichtlich ein Aussagesatz, und dazu auch noch wahr. Wir
konnen sogar die Wahrheit dieses Satzes feststellen, indem wir in den offiziellen
Osterreichischen Statistiken fiir das Jahr 1998 nachlesen. Fiir die Wahrheit des
Satzes ist es jedoch eigentlich vollig unerheblich, ob wir dazu in der Lage sind
festzustellen, ob dieser Satz wahr oder falsch ist. Selbst wenn wir uns nicht
bewusst wiren, dass dieser Satz tatsédchlich wahr ist, ja selbst wenn wir es
gar nicht herausfinden kdnnten, wahr wire er doch. Und selbst wenn er falsch
wiére, wiirde es sich dabei immer noch um einen Aussagesatz handeln. Auch
Satz 2 ist wahr, da der britische Philosoph Bertrand Russell tatséchlich im
Jahr 1950 den Literaturnobelpreis erhalten hat. Allenfalls kénnte man sich
daran storen, dass die Ausdrucksweise ‘den Nobelpreis’ anzudeuten scheint,
dass genau ein Nobelpreis im Jahre 1950 vergeben wurde, was nicht der Fall
ist. Aber in dieser Hinsicht diirften wir vielleicht — momentan jedenfalls —
tolerant sein.

Beziiglich Satz 3 haben wir zwei Moglichkeiten gegeben: (i) Da Sherlock Hol-
mes ja gar nicht existiert und auch nie existiert hat, bezeichnet der Ausdruck
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‘Sherlock Holmes’ (ein Eigenname) nichts. Der Satz kann somit auch nicht
wahr oder falsch sein, da wir ja keinen Gegenstand zur Verfiigung haben, dem
wir die Eigenschaft, im Jahre 1950 den Nobelpreis erhalten zu haben, zuschrei-
ben oder absprechen konnen. (ii) Der Name ‘Sherlock Holmes’ bezeichnet sehr
wohl etwas, ndmlich den fiktiven, von Sir Arthur Conan Doyle erfundenen De-
tektiv, den wir wissenschaftlich betrachtet vielleicht in der Welt der abstrakten
Entitdten finden kénnen, und der somit existiert — in diesem Falle ist Satz 3
falsch. In Abhéngigkeit davon, welche Auffassung man vertritt, erweist sich
Satz 3 also einmal nicht als Aussagesatz und das andere Mal schon. Wir sehen
schon: Es ist nicht immer einfach, festzustellen oder festzulegen, ob ein Satz
ein Aussagesatz ist! Das heif3t aber nicht, dass es vollig beliebig wire, einen
sprachlichen Ausdruck entweder als Aussagesatz oder eben nicht als Aussage-
satz zu klassifizieren: Es hdngt eben vom jeweiligen Verstédndnis des Satzes ab,
welches sich wiederum in der jeweiligen Begriindung ausdriickt. Und es gibt
selbstverstéindlich unzihlige sprachliche Ausdriicke — sagen wir, ‘grzfghdj’, um
einen Extremfall zu wihlen — die definitiv keine deutschen Aussageséitze sind
und iiber deren Klassifikation es keine weitere Diskussion geben kann.

Man beachte auch, dass geméfl Analyse (i) der sprachliche Ausdruck ‘Sher-
lock Holmes erhielt im Jahre 1950 den Nobelpreis’ kein Aussagesatz ist, weil
der Eigenname ‘Sherlock Holmes’, der in ihm vorkommt, “leer” ist, d.h., keinen
Gegenstand bezeichnet. Die Leerheit des Eigennamens ist insofern problema-
tisch, als der némliche Satz nirgendwo “hinzeigt”, und es deshalb nicht klar
ist, welchen Aspekt der Wirklichkeit er beschreiben soll. Probleme dieser Art
sind {ibrigens nicht nur auf Namen fiir literarische Figuren beschréankt: So
postulierte beispielsweise im 19. Jahrhundert der franzosische Astronom Le
Verrier die Existenz eines weiteren Planeten im Sonnensystem, den er ‘Vul-
kan’ taufte, und dessen Existenz und Eigenschaften die damals noch unge-
klarten Perihelverschiebungen des Merkur erkldren sollten. Wie sich spéter
herausstellte, gibt es diesen aber Planeten nicht, und die Perihelverschiebun-
gen konnen stattdessen auf Basis der Relativitédtstheorie erklart werden. Le
Verriers ‘Vulkan’ ist also ein leerer Eigenname, der uns vor dhnliche Probleme
wie der Name ‘Sherlock Holmes’ stellt! Im Gegensatz dazu bereitet uns der
Satz ‘Es gibt keine Einhorner’ keinerlei Probleme, selbst wenn er ganz wortlich
und in einem biologisch-zoologischen Sinne verstanden wird: Der Satz ist in
der Tat ein Aussagesatz und zwar — soweit wir wissen — ein wahrer Aussage-
satz. Unter das Eigenschaftswort ‘Einhorn’ fillt zwar kein Gegenstand, aber
leere Eigenschaftsworter fithren — anders als leere Eigennamen, die auf einen
bestimmten Einzelgegenstand zeigen wollen — nicht weiter zu Schwierigkei-
ten: ‘Es gibt keine Einhorner’ ist in der Tat gerade deshalb wahr, weil eben
nichts unter das Eigenschaftswort ‘Einhorn’ fillt. Der Satz will (ganz wértlich
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genommen) iiber tatséchlich existierende Lebewesen sprechen und iiber diese
aussagen, dass sich unter ihnen keine Einhorner befinden. Es ist dabei ganz
klar, womit der Satz zu vergleichen ist, um seine Wahrheit oder Falschheit
festzustellen. Wahrend leere Eigennamen fiir Einzeldinge also typischerweise
zum Verlust des Aussagesatzstatus fithren, ist dies bei leeren Eigenschaftsna-
men (Pradikaten bzw. generellen Termen, wie wir spéiter sagen werden) nicht
der Fall: Ein Eigenschaftsname kann auf kein Ding (‘es gibt keine Einhérner’),
genau ein Ding (‘es gibt genau eine Primzahl, die groBer als 4 und kleiner als
6 ist’) oder auch viele Dinge zugleich (‘es gibt unendlich viele Primzahlen’)
zutreffen.

Zuriick zu den obigen Beispielen: Satz 4 von oben ist der modernen lo-
gischen Auffassung nach falsch, da die Quadratwurzel aus 2 existiert, aber
nie irgendeinen Nobelpreis erhalten hat. Auch wenn wir diesen Standpunkt
bevorzugen, so gibt es doch wie bereits angesprochen andere traditionellere
Auffassungen, nach denen dieser Satz sinnlos ist, da man Zahlen ja iiberhaupt
nicht sinnvollerweise Eigenschaften von Personen zuschreiben oder absprechen
kann: Wenn ein Satz aber sinnlos ist, ist er weder wahr noch falsch, und daher
handelt es sich dann gemé&f dieser anderen Auffassung bei Satz 4 um keinen
Aussagesatz. (Es gibt noch ein Problem mit Satz 4: Welche der beiden Qua-
dratwurzeln aus 2 — (++/2) oder (—/2) — ist denn gemeint? Fiir die Frage, ob
Satz 4 ein Aussagesatz ist, spielt dies jedoch keine groflere Rolle.) Satz 5 ist
definitiv kein Aussagesatz, da ein Fragesatz weder wahr noch falsch ist. Satz 6
ist ebenfalls kein Aussagesatz — rein grammatikalisch liegt hier ein Fragesatz
vor, der aber tatsichlich als Befehl oder als Aufforderung gemeint ist. Satz
7 ist wahr und daher ein Aussagesatz. Satz 8 ist gemafl vieler Auffassungen
wahr, es gibt aber — wie wir im Abschnitt 2.3, S. 71 sehen werden — auch Phi-
losophen/Philosophinnen, die Satz 8 nicht als Aussagesatz betrachten wiirden,
weil diese Philosophen/Philosophinnen normative Sitze ganz allgemein nicht
als wahr oder falsch betrachten. Satz 9 bis Satz 12 sind Aussagesédtze — mancher
davon wahr, mancher davon falsch; allerdings miisste bei den Satzen 11 und 12
noch der zugehorige Zahlbereich angeben werden. Bei Satz 13 handelt es sich
wieder um einen Aussagesatz, im Gegensatz zu den Sétzen 14 und 15, die auf
unterschiedliche Art und Weise Aufforderungen zum Ausdruck bringen. Satz
16 und Satz 17 sind ebenfalls Aussagesiitze, wobei Satz 16 wahr und Satz 17
gemif iiblicher Auffassung falsch ist. Fiir Satz 18 gilt all das, was wir schon
fiir Satz 8 festgehalten haben. Auch wenn viele Satz 19 zustimmen wiirden,
ist doch fiir viele fraglich, ob Satz 19 wirklich ein Aussagesatz ist, da keine
Einigkeit dariiber herrscht, ob dsthetische Ausdriicke wie ‘besser’ iiberhaupt
etwas in der Welt beschreiben. Die Sdtze 20 bis 22 sind allesamt Aussagesétze.
Satz 23 ist wohl eher das “Produkt eines verwirrten Geistes”, und es ist héchst
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fraglich, ob man den Satz noch als Aussagesatz gelten lassen darf.

Wir erkennen an diesen Beispielen, dass die logische Kategorie der Aus-
sageséitze zwar derjenigen der natursprachlich-grammatikalischen Kategorie
der Aussagesitze dhnelt, jedoch nicht genau mit derselben zusammenfillt.
Z.B. ist ‘Sherlock Holmes erhielt im Jahre 1950 den Nobelpreis’ definitiv
ein Aussagesatz im Sinne der deutschen Grammatik, wahrend sein Aussa-
gesatzstatus im Sinne der logischen Auffassung von Aussagesédtzen bei gewis-
sen Verstdndnisweisen seiner selbst durchaus angezweifelt werden kann. (Siehe
oben!)

Abgesehen von seiner definierenden Eigenschaft, wahr oder falsch zu sein,
kann man einen Aussagesatz auch an folgenden Eigenschaften erkennen:

1. Ein Aussagesatz ist sinnvoll, d.h., er hat eine Bedeutung.

Damit haben auch alle seine Teile eine Bedeutung, und

die Zusammensetzung seiner Teile ist sinnvoll; er ist korrekt gebil-
det.

2. Ein Aussagesatz hat die Funktion, die Wirklichkeit zu beschreiben und
Information zu iibermitteln.

3. Alle Eigennamen, die in einem Aussagesatz vorkommen und einzelne Ge-
gensténde bezeichnen sollen, bezeichnen existierende Gegenstidnde. D.h.:
Wenn in einer Zeichenfolge mindestens ein solcher Eigenname vorkommt,
der keinen existierenden Gegenstand bezeichnet, dann ist diese Zeichen-
folge kein Aussagesatz.

Es gibt auch logische Systeme, die sich mit Aussagesidtzen im Sinne von 1
und 2 auseinandersetzen, ohne jedoch 3 vorauszusetzen. Diese Systeme nennt
man ‘ (existenzannahmen- )freie Logiken’ bzw. im Englischen ‘ Free Logics’.* In
diesen wird micht von vornherein angenommen, dass Figennamen fiir einzelne
Gegenstiande (wie der Name ‘Sherlock Holmes’) in Aussagesétzen zwangslaufig
auch etwas bezeichnen. Da diese aber nicht zu den klassischen logischen Sys-
temen gehoren, werden sie in diesem Buch nicht genauer behandelt. Wir wer-
den allerdings an einigen Stellen kurz auf solche Systeme der freien Logik
zuriickkommen, und auch fiir die freie Logik stellt die — von uns behandelte —
klassische Aussagen- und Préidikatenlogik die Grundlage dar.

1vgl. [6).
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Was Sie nach diesem Kapitel (inkl. Ubungen) beherrschen sollten:

e Satzvorkommnisse, Satztypen und Propositionen voneinander zu unter-
scheiden und abzuzéihlen;

e zu erkennen, welche sprachlichen Ausdriicke in einem Satz erwiahnt bzw.
semantisch verwendet werden;

e den Begriff des Aussagesatzes zu definieren;

e anzugeben, ob es sich bei einem sprachlichen Ausdruck um einen Aussa-
gesatz handelt bzw. unter welchen Bedingungen es sich um einen Aus-
sagesatz handeln wiirde.
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1.4 Ubungen

Ubung 1.1 Wie viele Ausdruckstypen von Buchstaben bzw. Wortern sind
in jedem einzelnen der folgenden Sétze instantiiert, wie viele in allen S&tzen
zusammen? Wie oft sind die Ausdruckstypen ‘a’, ‘t’, ‘d’, ‘Hase’ und ‘Nase’
instantiiert?

1. Jeder Hase hat eine Nase.
2. Ich bin ein Hase.

3. Folglich habe ich eine Nase.

Ubung 1.2 Ein logischer Laie #ufiert die drei unteren Ubungssétze. Auf wel-
che Arten lassen sich diese Sdtze deuten, und was ist die wortliche Deutung
dieser Sétze?

1. Aristoteles hat 11 Buchstaben.
2. Dieser Satz hat 23 Zeichen.

3. ‘Dieser Satz’ hat 10 Zeichen.

Ubung 1.3 Geben Sie fiir jedes der folgenden Beispiele an, an welcher Stelle
ein Ausdruck erwidhnt bzw. verwendet wird, und wer oder was dabei jeweils
erwihnt oder verwendet wird!

1. Aristoteles ist lang.

2. ‘Aristoteles’ ist lang.

3. Aristoteles ist ldnger als ‘Aristoteles’.

4. ‘‘Aristoteles’’ ist linger als ‘Aristoteles’.

5. ‘Aristoteles’ bezeichnet nicht ‘Aristoteles’, sondern Aristoteles.

‘‘Aristoteles’” hingegen bezeichnet nicht Aristoteles, sondern ‘Aristote-

9

les’.
6. ‘Schnee ist weif}’ ist wahr genau dann wenn Schnee weif} ist.

7. Die Verwendung von ‘Verwendung’ und von ‘Erwihnung’ hilft, Verwen-
dung von Erwadhnung zu unterscheiden. Das ist der Grund meiner Er-
wéahnung von ‘Die Verwendung von ‘Verwendung’ und von ‘Erwidhnung’
hilft, Verwendung von Erwdhnung zu unterscheiden.’
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. ‘Das Spielen mit der Unterscheidung von Verwendung und Erwidhnung’

ist nicht ‘alles im Leben, weifit du?’.

. Dies ist ein Satz mit ‘Zwiebelringen’, ‘Salatblattern’, ‘Tomatenscheiben’

und ‘Pommes Frites als Beilage’.

Ubung 1.4 Welche der folgenden Zeichenfolgen sind Aussagesitze? Begriinden
Sie jeweils Thre Antworten.

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Herbert und Heidi sind befreundet.

Herbert und Heidi sind beliebt.

. Herbert und Heidi sind beide nicht gliicklich.
. Herbert und Heidi lieben sich.
. Herbert und Heidi lieben einander.

. Es ist nicht der Fall, dass Herbert und Heidi beide nicht gliicklich sind.

Oh nein, oh nein, oh nein! Das darf doch wohl nicht wahr sein!

. Wenn Herbert in die Stadt gefahren ist, so sitzt er sicherlich bereits in

seinem Biiro.

. An der Liebe Niederlagen

1&8t der Dichter Lieder nagen.
(Miihsam)

Die Quadratwurzel aus Zwiebelsuppe und rechtwinkligem Lebertran ist
mit Goethes Wanderjahren verheiratet und liebt Chopin mehr als die
Kniekehlen ihrer Mutter.

Mein Bart ist genau dann rosarot, wenn ich mich weniger langeweile als
die Fleischstrudelsuppe meiner Grofimutter.

Ich weif3, dass 7+ 5 = 11.

Thales von Milet, ein ionischer Naturphilosoph, sagte die Sonnenfinster-
nis vom 28. Mérz 585 v.Chr. voraus.

Der Rauber sagte: “Geld oder Leben!”, und er nahm beides.

Das Wetter ist heute grauenhaft, nicht wahr?
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16. Wer andern eine Grube gribt, fillt selbst hinein.

17. Zwei Trichter wandeln durch die Nacht.
Durch ihres Rumpfs verengten Schacht
fliefit weifles Mondlicht
still und heiter
auf ihren
Waldweg
U.S.W.

(Morgenstern)
18. Du sollst nicht t&ten.

19. balzerig wiirmelte es im ménnechensee
und den weibern ward so pfingstig ums heil
zumahn: wenn ein knie-ender sie hirschelte.

(Jandl)
20. Schweig, Elender!

21. Kleine Liigen und auch kleine
Kinder haben kurze Beine.
(Ringelnatz)

22. Die Eins sind nicht nur, sondern sie erhalten sich durch ihr gegenseitiges
Ausschliefien. (Hegel)

23. Wer in Wasser badet, kann nass werden.

24. Der einst die Hottentotten schor,
ist nun Friseur am Schottentor.

25. Dornroschen wurde von einem wunderschonen Prinzen durch einen zartlichen
Kuss aus einem tiefem Schlaf erweckt.

26. Osterreich hat sich nach dem Staatsvertrag im Jahre 1955 durch ein
Verfassungsgesetz zur Neutralitdt verpflichtet.

27. Dieses Verfassungsgesetz muss abgeschafft werden.

28. Dieses Lied gefillt mir besonders gut.
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29. ’s echt cool, eh?

30. Der Satz mit der Nummer 30 auf dieser Seite ist falsch.
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Kapitel 2

Aussagenlogische Analyse

Nachdem wir uns ein wenig Klarheit {iber die Natur sprachlicher Ausdriicke
und unsere Weisen des Umgangs mit sprachlichen Ausdriicken (Verwenden und
Erwéhnen) verschafft haben, und nachdem wir die fiir uns zentralen sprach-
lichen Ausdriicke kennengelernt haben — némlich die Aussageséitze — wollen
wir uns nun unserer ersten echten logischen Aufgabe widmen: Der logischen
Analyse von Aussagesdtzen. Unser Ziel wird es dabei letztlich sein, die logische
Form von Aussagesétzen zu ermitteln und in einer kiinstlichen Symbolsprache
wiederzugeben. Der erste Schritt auf unserem Weg dahin wird darin bestehen,
uns Gedanken zur Struktur von Aussagesitzen zu machen, die elementaren
logischen Bestandteile von Aussagesitzen kennenzulernen und schlussendlich
zu verstehen, wie die Wahrheit bzw. Falschheit von zusammengesetzten Aus-
sagesétzen von der Wahrheit bzw. Falschheit ihrer Aussagesatzteile abhéngt.
Genau dies stellt das Thema dieses Kapitels dar.

2.1 Einfache Aussagesitze

Wie wir bereits mehrmals betont haben, wollen wir die logische Form von
Aussagesétzen bestimmen. Dazu miissen wir untersuchen, wie Aussagesétze
logisch zerlegt bzw. analysiert werden kénnen. Das heifit, wir miissen die lo-
gisch relevanten Bestandteile von Aussagesétzen identifizieren und dann be-
trachten, wie diese miteinander verkniipft sind.

Hier ldsst sich folgende grundlegende Unterscheidung treffen: Es gibt Aus-
sagesitze, deren Teile sdmtlich keine Aussageséiitze sind, und es gibt Aussa-
gesitze, die sehr wohl andere Aussagesiitze als echte Bestandteile enthalten.
Erstere nennen wir ‘einfach’, letztere ‘komplex’. Beispielsweise ist der Aussa-
gesatz
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e Herbert liebt Heidi, und Heidi liebt Josef.

komplex, da er zwei Aussagesitze als echte Bestandteile enthilt, die durch
‘und’ verkniipft sind. Diese beiden Bestandteile selbst sind hingegen einfach.
Wenn wir dabei von “echten Bestandteilen” (oder auch “echten Teilen”) spre-
chen, so ist damit gemeint, dass der Satz ‘Herbert liebt Heidi’ einen Teil von
‘Herbert liebt Heidi, und Heidi liebt Josef’ darstellt, ohne mit diesem identisch
zu sein. ‘Herbert liebt Heidi, und Heidi liebt Josef’ hingegen ist ein unechter
Teil seiner selbst. (Ahnlich ist das Bundesland Salzburg ein echter Teil von
Osterreich, wihrend Osterreich ein unechter Teil von Osterreich ist.)

Wir wollen uns zuerst den einfachen Aussagesitzen zuwenden, die so etwas
wie die “logischen Atome” der Sprache darstellen. Die “einfachsten” der einfa-
chen Aussageséitze sind dabei die, in denen einem Gegenstand eine Eigenschaft
zugesprochen wird. Ein Beispiel fiir einen solchen Satz ist:

e Der Papst ist fromm.

Dabei ist der Ausdruck ‘der Papst’ ein Name einer Person, wobei wir unter Na-
men nicht nur Eigennamen verstehen wollen, sondern alle Ausdriicke, die die
sprachliche Funktion besitzen, auf genau einen Gegenstand Bezug zu nehmen.
(Spéter werden wir statt ‘Name’ auch ‘singulédrer Term’ sagen.) Der Ausdruck
‘fromm’ ist ein Adjektiv, welches die Eigenschaft ausdriickt, fromm zu sein.
Das Wortchen ‘ist’ stellt die sogenannte Kopula dar, welche wir im Deutschen
bendtigen, um Namen mit Eigenschaftswortern zu verbinden. Eigenschaften
miissen Gegenstinden im Deutschen jedoch keineswegs durch Adjektive zuge-
schrieben werden, wie die folgenden Beispiele zeigen:

e Der Papst ist ein Deutscher.
e Der Papst betet.

Hier werden die Eigenschaften, ein Deutscher zu sein bzw. zu beten, mit Hilfe
einer Nominalphrase bzw. eines Verbs ausgedriickt. Natiirlich ist ‘Der Papst
ist ein Deutscher’ falsch, da der (augenblickliche) Papst ja Argentinier ist,
aber das ist fiir uns momentan uninteressant: Der Satz ist jedenfalls ein Aus-
sagesatz und soll als solcher logisch analysiert werden. Die grammatikalischen
Unterschiede zwischen Adjektiven, Nominalphrasen und Verben sind ebenfalls
logisch irrelevant. In einem ersten Schritt der logischen Analyse werden wir
sie daher nicht beriicksichtigen:

e Fromm(der Papst)

e Deutscher(der Papst)
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e Betet(der Papst)

Diese Ausdriicke stellen nichts anderes als die Ubersetzungen der obigen drei
natursprachlichen Sitze ins “Logiker-Deutsch” dar. Wir nennen die ganz links
stehenden Ausdriicke von nun an ‘Prddikate’ bzw. ‘generelle Terme’ und die
darauf folgenden Ausdriicke in Klammern ‘Namen’ bzw. ‘singuldre Terme’.
Generelle Terme sind insofern generell, als sie auf viele verschiedene Gegen-
stdnde zutreffen kénnen: auf null Gegensténde oder genau einen Gegenstand
oder zwei Gegenstéinde usw. Singuldre Terme hingegen sind singuldr in dem
Sinne, dass sie genau ein Objekt bezeichnen “wollen”.

Die oben angefiihrten Pridikate sind alle einstellig, d.h., dass mit diesen
Priadikaten immer genau ein singuldrer Term einhergeht, bzw., dass sie auf
genau einen singuldren Term angewandt werden. Ein Prédikat kann jedoch
im Prinzip beliebig viele Stellen haben, auch wenn in den natiirlichen Spra-
chen Préadikate mit sehr vielen Stellen kaum bzw. gar nicht vorkommen. Ein
Aussagesatz, in dem ein zweistelliges Priadikat vorkommt, ist etwa:

e Herbert ist jiinger als Heidi.
Ein wenig reglementiert sieht dies im Logiker-Deutsch so aus:
o Jiinger(Herbert, Heidi)

Auf ein zweistelliges Priadikat folgen also zwei Namen. Im Allgemeinen sagt
man, dass auf ein n-stelliges Priddikat n Namen folgen, wobei n irgendeine
natiirliche Zahl ist, d.h. n = 1,2,3,... Solche Pradikate, die mehr als eine
Stelle aufweisen, driicken keine Eigenschaften, sondern vielmehr Relationen
bzw. Beziehungen zwischen Gegenstidnden aus, in unserem Beispiel etwa die
Beziehung des Jiingerseins.

Betrachten wir noch einige Beispiele fiir mehrstellige Pradikate. Der deut-
sche Satz

e Linz liegt zwischen Wien und Salzburg.
sieht reglementiert wie folgt aus:
e Dazwischenliegen(Linz, Wien, Salzburg)

Hier findet das dreistelliges Pradikat ‘Dazwischenliegen’ Verwendung. Auch
vierstellige Prédikate trifft man in der deutschen Sprache an:

e Herbert fahrt mit Heidi von Salzburg nach Wien.

Dies sieht in Logiker-Deutsch dann so aus:
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e Fahren-mit-von-nach(Herbert, Heidi, Salzburg, Wien)

‘Fahren-mit-von-nach’ ist also ein vierstelliges Pradikat. Etwas natiirlicher aus-
gedriickt konnte man auch sagen, dass

° fahrt mit von nach

das vierstellige Pridikat ist, welches in dem deutschen Satz vorkommt. Wir
konnen einfache Aussagesitze also auch so betrachten, dass darin die sin-
guldren Terme die “Leerstellen” der Priddikate auffiillen, und dass dabei die
Reihenfolge der eingesetzten singuldren Terme wichtig ist. Denn der Satz

e Herbert fihrt mit Heidi von Wien nach Salzburg.

hat natiirlich eine véllig andere Bedeutung als unser urspriinglicher Satz. Und
der Satz

e Herbert fihrt mit Wien von Heidi nach Salzburg.

ist vielleicht sogar sinnlos, bestenfalls aber falsch.

Wir haben oben einfache Aussagesitze dadurch charakterisiert, dass sie kei-
ne weiteren Aussageséitze als echte Teile enthalten. Wie wir aber an den Bei-
spielen sehen konnen, lassen sie sich auch anhand ihrer logischen Form cha-
rakterisieren, was uns zu unserer “offiziellen” Definition von Einfachheit fiir
Aussagesiitze fiihrt:

Definition 2 Finfache Aussagesdtze sind Aussagesitze, deren logische Form
eine Folge von n+ 1 Ausdriicken ist, deren erstes Glied ein n-stelliges Pradikat
P" ist, und deren zweites bis n+ 1-tes Glied n singuldre Terme t4,...,t, sind;
einfache Aussagesétze lassen sich also in folgende Form bringen:

P (ty, ... ty)

Wenn die logische Form eines Aussagesatzes durch P™(t1,...,t,) dargestellt
werden kann, dann kann der ndmliche Satz keine weiteren Aussagesitze als
echte Teilsitze enthalten. Denn kein echter Teil von P"(tq,...,t,) ist ein Aus-
sagesatz. Umgekehrt stellt sich beim logischen Studium von Sprachen heraus,
dass die logische Form von Aussagesitzen, die keine weiteren Aussagesitze als
echte Teile enthalten, immer mittels P"(¢y,...,t,) dargestellt werden kann.
Unsere zwei Charakterisierungen von einfachen Aussagesétzen — einerseits un-
ter Bezugnahme auf ihre Teile und andererseits iiber ihre logische Form (wie
in der Definition oben) — erweisen sich also als zueinander equivalent.

Einfache Aussagesiitze bzw. deren Formen werden in der Literatur auch ‘ato-
mar’, ‘elementar’ oder ‘primitiv’ genannt. Alle Aussagesétze, die nicht einfach
sind, werden wir ‘komplexr’ nennen:
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Komplexe Aussagesdtze sind Aussagesitze, die nicht einfach sind.

Komplexe Aussagesitze sind demnach so etwas wie die “logischen Molekiile”
der Sprache: Sie enthalten weitere Aussagesitze als echte Teile bzw. kénnen
nicht auf die in der obigen Definition angegebene Form gebracht werden.

Wenn wir uns der logischen Analyse solcher komplexer Aussagesitze wid-
men, die mittels logischer Verkniipfungen aus einfachen Aussagesétzen “zu-
sammengebaut” werden, miissen wir zunéchst eine Entscheidung dariiber tref-
fen, was denn iiberhaupt als logisch relevanter Bestandteil von zusammen-
gesetzten Aussagesitzen gelten soll. Gem#fl dieser Entscheidung werden wir
entweder Aussagenlogik oder Pridikatenlogik oder (wenn auch nicht in die-
sem Buch) irgendeine andere Logik betreiben. Im néchsten Abschnitt werden
wir uns zunichst mit denjenigen komplexen Aussagesidtzen auseinanderset-
zen, die sich aussagenlogisch zerlegen lassen, d.h.: die mittels solcher logischen
Verkniipfungen “zusammengebaut” sind, deren Bedeutung vollstdndig durch
sogenannte Wahrheitstafeln angegeben werden kann. Die zweite Hélfte dieses
Buches wird dann damit beginnen, dass wir uns den Details der sogenann-
ten pradikatenlogischen Analyse von Aussagesitzen widmen werden: Dieselbe
wird auf logische Verkniipfungen Bezug nehmen (den sogenannten Quanto-
ren), deren Bedeutung nicht vollsténdig iiber Wahrheitstafeln angegeben wer-
den konnen. Was genau mit der Unterscheidung zwischen ‘aussagenlogisch’
und ‘pradikatenlogisch’ gemeint ist, wird jedoch bereits im Laufe der néchsten
Sektionen klarer werden.

2.2 Komplexe aussagenlogisch zerlegbare Sitze

Wir wollen uns nun also den komplexen Aussageséitzen zuwenden. Wir werden
verschiedene Arten und Weisen kennenlernen, wie man einfache Aussagesétze
zu komplexen Aussagesitzen zusammensetzen kann, wobei nur manche dieser
Zusammensetzungen aussagenlogisch analysiert werden konnen.

2.2.1 Negationssitze

Eine erste einfache Moglichkeit, komplexe Sétze zu bilden, bieten uns die Aus-
driicke ‘nicht’, ‘kein’ und dhnliche. Wir kénnen beispielsweise den einfachen
Aussagesatz

e Johannes ist Vorarlberger.
auf die folgenden Weisen negieren:

e Johannes ist kein Vorarlberger.
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e Johannes ist nicht ein Vorarlberger.
e Es ist nicht der Fall, dass Johannes ein Vorarlberger ist.

Dies sind alles natursprachliche Verneinungen bzw. Negationen des obigen ein-
fachen Aussagesatzes. In der ersten Version steckt die Negation im Wortchen
‘kein’, in der zweiten Version (die bestimmt nicht in einem stilistisch einwand-
freien Deutsch formuliert ist) wird sie schon deutlicher durch die Verwendung
des Wortchens ‘nicht’, und in der dritten Version ist die Negation dadurch
besonders hervorgehoben, dass wir die negierende Phrase ‘es ist nicht der Fall,
dass’ an den Beginn des Satzes gestellt haben. Da alle diese Versionen dieselbe
Bedeutung haben, kénnen wir die Verneinung des einfachen Aussagesatzes im
Logiker-Deutsch wie folgt standardisieren:

e Nicht Vorarlberger(Johannes)

Wir setzen also die negierende Phrase ‘nicht’ immer vor den zu negieren-
den Satz: Es ist der gesamte Satz ‘Vorarlberger(Johannes)’, welcher verneint
wird. Man koénnte sich das ‘nicht’ auch blof3 auf ‘Vorarlberger’ angewandt
denken, sodass der obige Satz dann als ‘Johannes ist ein Nicht-Vorarlberger’
angesehen wiirde, dessen logische Form eher auf einen einfachen Aussagesatz
schlieflen liee: Wie wir im néchsten Kapitel jedoch festhalten werden, sollten
wir immer moglichst “feinkérnig” analysieren und représentieren, sodass da-
bei moglichst viel logische Struktur sichtbar wird. Im Rahmen der Aussagen-
und Pradikatenlogik heifit dies: Eine Analyse als Negationssatz ist einer Ana-
lyse als einfacher Aussagesatz (bei der die Negation im generellen Term “ver-
steckt” wiirde) vorzuziehen.! Dazu kommt, dass Negationsausdriicke wie ‘Es
ist nicht der Fall, dass’ im Deutschen ziemlich klar auf einen ganzen Aussage-
satz anzuwenden sind und nicht auf einen generellen Term. Wir werden daher
‘Johannes ist nicht ein Vorarlberger’ als die Verneinung des gesamten Aussa-
gesatzes ‘Johannes ist ein Vorarlberger’ betrachten. (Ahnliche Bemerkungen
lielen sich spéter auch in Bezug auf andere logische Verkniipfungen, wie z.B.
‘und’, treffen. Wir werden die sogenannten aussagenlogischen Verkniipfungen
jedoch stets nur auf ganze Aussagesitze anwenden.)

Wihrend es im Deutschen mehrere Ausdriicke gibt, welche die Negation
ausdriicken, wollen wir uns in der logischen Sprache auf genau ein Zeichen
beschrianken, und zwar das Symbol —. Solche aussagenlogische Zeichen, mit
Hilfe derer wir aus Sitzen neue Sitze bilden konnen, nennen wir ‘Junktoren’.

In logischen Systemen mit komplexen generellen Termen — sogenannten A-Termen —
wiirde sich dies anders verhalten, aber in der iiblichen Aussagen- und Pridikatenlogik ver-
zichtet man auf dieselben.
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Im folgenden sollen ‘A’ und ‘B’ fiir beliebige Aussagesitze stehen. Wenn A
also ein Aussagesatz ist, dann ist

-A

seine Negation. Alle Sétze dieser Form nennen wir ‘ Negationssdtze’. Wir konnen
den obigen Negationssatz daher auch so anschreiben:

e —Vorarlberger(Johannes)

Dabei ist die Negation von A wahr, wenn A falsch ist, und sie ist falsch, wenn
A wahr ist. Solche Zusammenhénge lassen sich in sogenannten Wahrheitstafeln
darstellen:

Wabhrheitstafel 1 (Negation)

Al -A
w| f
flw

Wie wir sehen, verwenden wir die Zeichen ‘w’ und ‘f’ als Abkiirzungen fiir
‘wahr’ und ‘falsch’. Man sagt auch, w und f seien die Wahrheitswerte der
Wahrheit und Falschheit. Mit dieser Wahrheitstafel ist die Bedeutung des
Negationszeichens vollstandig erfasst, da wir uns — wie bereits in Kapitel 1
erwahnt — hier nur fiir die Wahrheit und Falschheit von Aussagesétzen in-
teressieren, zumal gerade diese Eigenschaften von Sdtzen von wissenschaftlich
zentraler Bedeutung sind. (Fiir die Asthetik von Sitzen wiren z.B. andere
Eigenschaften relevant.)

Wir kénnen das Negationszeichen aber nicht nur auf einfache Sdtze anwen-
den, sondern auch auf komplexe. Wenden wir es z.B. auf den obigen Negati-
onssatz an, so erhalten wir:

e ——Vorarlberger(Johannes)

Dieser Satz besagt mehr oder weniger dasselbe wie der urspriingliche einfache
Satz, auch wenn er keineswegs derselbe Satz ist, da wir Sitze ja als Satztypen
auffassen und nicht als Propositionen. ‘Vorarlberger(Johannes)’ und ‘—~—Vor-
arlberger(Johannes)’ driicken zwar vielleicht dieselbe Proposition aus, aber sie
unterscheiden sich als Satztypen, da letzterer Negationszeichen enthélt, ers-
terer aber nicht, letzterer eine Folge aus 24 Zeichen(-komponenten) darstellt,
ersterer aber aus 22, etc.
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2.2.2 Konjunktionssitze

Die Negation bietet uns die Moglichkeit, aus einem bereits gegebenen Satz
einen weiteren jedenfalls komplexen Satz, eben die Negation des ersteren, zu
bilden. Die meisten logischen Verkniipfungen jedoch werden auf zwei Sétze
angewandt, um dadurch einen neuen Satz zu erzeugen. Die erste Verkniipfung
dieser Art, die wir nun kennenlernen, ist die Konjunktion.

Betrachten wir dazu das folgende Beispiel:

e Herbert und Hans sind Oberdsterreicher.
Dieser Satz ist eine “deutsche Kurzform” fiir den gleichbedeutenden Satz:
e Herbert ist Oberosterreicher und Hans ist Oberdsterreicher.

Dieser sogenannte Konjunktionssatz besteht aus zwei (einfachen) Teilsétzen.
Im Logiker-Deutsch kénnten wir ihn auch so schreiben:

o Oberosterreicher(Herbert) und Oberosterreicher(Hans)

Wir wollen nun auch einen Junktor zur Bildung von Konjunktionssétzen ein-
fithren, und zwar das Symbol A. Wenn also A und B Aussagesitze sind, dann
ist

(AN B)

die Konjunktion dieser beiden Sédtze. Die runden Klammern verwenden wir
deshalb, da wir so Mehrdeutigkeiten vermeiden kénnen, wie wir spéter noch
sehen werden. Wir nennen alle Sétze dieser Form ‘Konjunktionssdtze’. Wir
koénnen den obigen Konjunktionssatz daher auch so anschreiben:

o (Oberosterreicher(Herbert) A Oberdsterreicher(Hans))

Es ist tibrigens kein Zufall, dass das Konjunktionszeichen (A) dem mengen-
theoretischen Funktionszeichen fiir den Durchschnitt von Mengen (N) dhnelt:
Der Durchschnitt X NY zweier Mengen X und Y ist gerade diejenige Menge
von Objekten, die Element der Menge X und Element der Menge Y sind, und
entsprechend wird in der Mathematik der Durchschnitt zweier Mengen mit
Hilfe des logischen Zeichens A fiir ‘und’ definiert.

Dabei ist es wiederum wichtig festzuhalten, wie die Wahrheitswerte der
Teilsétze einer Konjunktion mit dem Wahrheitswert des gesamten Konjunk-
tionssatzes in Verbindung stehen. Die Konjunktion ist ndmlich genau dann
wahr, wenn beide ihrer Teilsdtze wahr sind, denn mit einem Konjunktionssatz
will man ja behaupten, dass der eine Teilsatz wahr ist und der andere Teil-
satz wahr ist. Ist also nur einer der beiden Teilsétze falsch, so ist die gesamte
Konjunktion falsch. Dies kénnen wir wieder in einer Wahrheitstafel veran-
schaulichen.
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Wahrheitstafel 2 (Konjunktion)

-8 8|
~ & -8

Auch hier miissen A und B nicht unbedingt einfache Aussagesitze sein, son-
dern koénnen selbst bereits zusammengesetzt sein. Z.B. ist auch der Satz

e —Vorarlberger(Johannes) A (Oberdsterreicher(Herbert) A Oberdsterreicher(Hans))
ein Konjunktionssatz, dessen erstes Konjunkt der Negationssatz

e —Vorarlberger(Johannes)
ist, und dessen zweites Konjunkt der Konjunktionssatz

e (Oberosterreicher(Herbert) A Oberosterreicher(Hans))

ist.

Man kénnte vielleicht argumentieren, dass das natursprachliche ‘und’ nicht
angemessen durch obiges A représentiert wére, da Und-Sétze machmal auch
zeitliche Konnotationen mit sich tragen koénnen. Z.B. scheint man durch die
AufBerung von ‘Sie haben geheiratet und haben ein Kind bekommen’ etwas an-
deres auszudriicken als durch die AuBerung von ‘Sie haben ein Kind bekommen
und haben geheiratet’. Der britische Philosoph H. Paul Grice? argumentierte
gegen diese Kritik an der obigen Wahrheitstafel, indem er darauf hinwies, dass
wir zwar durch die AuBerung der beiden Sitze Unterschiedliches vermitteln
(“implicate”) konnen, dies jedoch nicht heifit, dass die beiden Aussagesitze
selbst Unterschiedliches bedeuten und nicht der obigen Wahrheitstafel geniigen
wiirden. Dies konne man daran ersehen, dass es logisch konsistent wére zu sa-
gen: ‘Sie haben ein Kind bekommen und haben geheiratet, jedoch nicht in
dieser Reihenfolge.” Wire die zeitliche Abfolge ein Teil der wortlichen Bedeu-
tung von ‘und’ — wére sie sozusagen semantisch in die logische Verkniipfung
‘und’ “eingebaut” — miisste so eine AuBerung ein Widerspruch sein, was aber
nicht der Fall sei. Grice zieht daraus den Schluss, dass man die Semantik von
Aussagesiitzen, d.h., ihre Wahrheitsbedingungen, von der Pragmatik von Aus-
sagesiitzen, d.h. der kommunikativen Rolle von AuBlerungen von Aussagesiitzen

2Siehe [5].
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unterscheiden miisse. Die obige Wahrheitstafel fiir das ‘und’ gehore in die Se-
mantik und sei fiir diese voll und ganz addquat. Zur Pragmatik des ‘und’
miissten dann noch Regeln guter Kommunikation hinzukommen, die iiberdies
sensibel gegeniiber dem Auferungskontext zu sein hétten. (Wir werden auf die
Unterscheidung von Semantik und Pragmatik immer wieder zuriickkommen.)

2.2.3 Disjunktionssitze

Die néchste Art und Weise, zwei Sétze zu einem neuen Satz zu verkniipfen,
besteht darin, ein ‘oder’ zwischen die beiden Satze zu schreiben. Ein Beispiel
fiir einen solchen Satz ist:

e Der Papst kommt néchsten Sommer nach Wien oder nach Salzburg.
Im Logiker-Deutsch liest sich dies wie folgt:

e Kommt-nach-im(der Papst, Wien, nichster Sommer) oder
Kommt-nach-im(der Papst, Salzburg, nichster Sommer)

Wir fiihren dafiir den Junktor V in die logische Sprache ein, um aus zwei
Aussagesitzen A und B deren sogenannte Disjunktion

(AV B)

bilden zu konnen. A ist dann das sogenannte linke Disjunkt des Disjunktions-
satzes und B dessen rechtes Disjunkt. Demgeméfl konnen wir obigen Satz auch
wie folgt formulieren:

e (Kommt-nach-im(der Papst, Wien, néchster Sommer) Vv
Kommt-nach-im(der Papst, Salzburg, néchster Sommer))

‘néchster Sommer’ ist dabei ebenso wie ‘der Papst’, ‘Wien’ und ‘Salzburg’ ein
singuldrer Term — dieser Term bezieht sich freilich nicht auf eine Person oder
eine Stadt, sondern vielmehr auf eine Zeitspanne, eben den nichsten Sommer.

Wir gehen davon aus, dass unser Beispielsatz wahr ist, (i) wenn der Papst
néchsten Sommer nach Wien kommt, nicht aber nach Salzburg, (ii) wenn er
néchsten Sommer nach Salzburg kommt, nicht aber nach Wien, aber auch
(iii) wenn er néchsten Sommer sowohl nach Wien als auch nach Salzburg
kommt. Wenn wir diesen Satz also so verstehen, dann haben wir es hier mit
der einschlieffenden Disjunktion zu tun, zu welcher die folgende Wahrheitstafel
gehort:

Hannes Leitgeb: Logik I
Stand: 29.10.2020



2.2. KOMPLEXE AUSSAGENLOGISCH ZERLEGBARE SATZE 53

Wabhrheitstafel 3 (Disjunktion)

~ - 8 8 |x
- & = 2|

- g g g|<

Analog zu den Konjunktionssidtzen lassen sich Disjunktionssétze sowohl aus
einfachen als auch aus komplexen Sétzen zusammensetzen.

Wiederum handelt es sich {ibrigens um keinen Zufall, dass das Disjunk-
tionszeichen (V) dem mengentheoretischen Funktionszeichen fiir die Vereini-
gung von Mengen (U) #hnelt: Die Vereinigung X UY zweier Mengen X und
Y ist ndmlich gerade die Menge von Objekten, die Element der Menge X
oder Element der Menge Y sind (inklusive des sowohl-als-auch-Falles), und
in der Tat definieren Mathematik/Mathematikerinnen die Vereinigung zweier
Mengen mittels des logischen Zeichens V fiir das einschlieende ‘oder’.

Wenn wir den vorigen Beispielsatz zum Osterreichaufenthalt des Papstes
jedoch so verstehen, dass der Papst im néchsten Sommer entweder nach Wien
kommt oder nach Salzburg, aber keinesfalls beide Stéidte besucht, dann haben
wir es mit der ausschlieffenden Disjunktion zu tun. Beispiele, die wir im Sinne
einer ausschliefenden Disjunktion verstehen kénnten, wiren:

e Bei diesem chinesischen Menii gibt es Suppe oder Friihlingsrolle als Vor-
speise.

e 5 ist gerade oder ungerade.

Diese ausschlieffende Disjunktion hat natiirlich eine andere Wahrheitstafel,
némlich:

Wabhrheitstafel 4 (ausschlieBende Disjunktion)

A|B|(AY B)
w | w f
w | f w
flw w
f1f f

In der Logik spielt jedoch die einschlieffende Disjunktion die bei weitem grofiere
Rolle. In der Mathematik verhélt es sich ganz &hnlich: Dort wird auch die
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Vereinigung zweier Mengen als grundlegender angesehen als das Bilden der so-
genannten “symmetrischen Differenz” zweier Mengen. Vereinigung entspricht
aber — wie oben erkldrt — dem einschliefflenden ‘oder’, wihrend die symmetri-
sche Differenz dem ausschlieBenden ‘oder’ entspricht.

Zudem l&sst sich die ausschlieende Disjunktion mit Hilfe der einschlieflen-
den Disjunktion (und der Negation und Konjunktion) definieren:

(AY B) genau dann, wenn ((AV B) A —~(AA B)).

Spéiter werden wir sehen, dass die Wahrheitstafeln von (A Y B) und ((4 V
B) A ~(A A B)) iibereinstimmen. Wir wollen das Zeichen Y fir die ausschlie-
Bende Disjunktion also gleich wieder “vergessen” und in Zukunft nur mehr die
einschliefende Disjunktion verwenden. Wenn wir im Folgenden von Disjunk-
tionssditzen spechen, so meinen wir also immer Aussageséiitze, deren logische
Form mittels der einschlieffenden Oder-Verkniipfung gebildet wird. Auch in
obigem ‘Bei diesem chinesischen Menii gibt es Suppe oder Friihlingsrolle als
Vorspeise’ liasst sich iibrigens das ‘oder’ durchaus als einschlieffend verstehen,
man muss sich nur als stillschweigende Zusatzinformation “hinzudenken”: ...
und natirlich beinhaltet jedes Menti nur eine Speise pro Gang.

2.2.4 Implikationssitze

Zu den wichtigsten Typen von komplexen Aussagesitzen gehoren diejenigen,
die mit Wenn-dann-Phrasen gebildet werden. Diese Sétze nennt man Implika-
tionssdtze. Ein Beispiel fiir einen Implikationssatz ist:

e Wenn Mozart Salzburger ist, dann ist er Osterreicher.
Im Logiker-Deutsch sieht dieser Satz wie folgt aus:
e Wenn Salzburger(Mozart), dann Osterreicher(Mozart)

Der Junktor —, den wir als Zeichen fiir die Implikation in die logische Spra-
che einfithren, steht fiir das gesamte ‘Wenn-dann’, d.h., dass wir die in der
deutschen Sprache getrennte Phrase zu einem einzigen Symbol “zusammen-
fassen”, welches wir zwischen die Teile des Implikationssatzes setzen. Unser
Beispiel ldsst sich also mit Hilfe des neuen Junktors so formulieren:

e Salzburger(Mozart) — Osterreicher(Mozart)

Dabei nennt man den Aussagesatz, der vor dem Junktor steht, das ‘Ante-
zedens’ des Implikationssatzes, und den Aussagesatz, der nach dem Junktor
steht, das ‘Konsequens’ des Implikationssatzes.
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Wihrend die Angabe der Wahrheitstafeln fiir die Negation, Konjunktion
und Disjunktion relativ unproblematisch war, stellt uns die Angabe der Wahr-
heitstafel fiir die Implikation vor groflere Schwierigkeiten. Unsere Aufgabe ist
es, folgende Wahrheitstafel mit Wahrheitswerten aufzufiillen:

Wahrheitstafel 5

~ -8 g |x
~ & - 8|
.\3.\3.\3.\3\1/

Nun wollen wir die Fragezeichen Schritt fiir Schritt ersetzen — wir werden noch
sehen, wohin genau uns das fithren wird.

Intuitiv betrachten wir unseren vorigen Beispielsatz zu Mozart doch als
wahr. Dariiberhinaus wissen wir, dass sowohl das Antezedens als auch das
Konsequens dieses Satzes wahr ist, dass also Mozart sowohl Salzburger als auch
Osterreicher ist. Wir haben also ein Beispiel gefunden, in dem (A — B) wahr
ist, und auch A und B wahr sind: Wir kénnen daher das erste Fragezeichen in
unserer Tafel von oben sicher nicht durch ein ¢ f’ ersetzen, denn sonst miifiten
wir (A — B) auch in unserem Beispiel als falsch bewerten, was kontraintuitiv
wére. Da wir aber dann nur mehr ein ‘w’ fiir das erste Fragezeichen einsetzen
konnen, erhalten wir:

Wahrheitstafel 6

~ -8 8|
~ &g

0 0 0 8 \L

Betrachten wir nun den folgenden Satz:
e Wenn 6 durch 3 teilbar ist, dann ist 6 nicht durch 3 teilbar.
Diesen Satz kann man halbformal so aufschreiben:

e Teilbar-durch(6,3) — —Teilbar-durch(6, 3)

Hannes Leitgeb: Logik I
Stand: 29.10.2020



56 KAPITEL 2. AUSSAGENLOGISCHE ANALYSE

Intuitiv ist dieser Satz falsch. Sein Antezedens ist zwar wahr, aber sein Konse-
quens ist falsch. Wir kénnen daher das zweite Fragezeichen in der Tafel oben
nicht durch ein ‘w’ ersetzen, weil der von uns betrachtete Implikationssatz
sonst als wahr bewertet werden miifite, was in unserem Beispiel kontraintuitiv
wiére. Es bleibt uns also nur die folgende Erweiterung unserer Tafel:

Wahrheitstafel 7

~ -8 8|
28|

Nun zu den zwei verbleibenden Fragezeichen in der letzten Wahrheitstafel:
Hier verlassen uns unsere Intuitionen etwas, da wir es nicht gewohnt sind,
Wenn-dann-Séitze zu bewerten, deren Antezedens falsch ist. Wir wollen daher
von vornherein keine der verbleibenden vier Moglichkeiten ausschlieflen:

A|B|(A— B) A|B|(A— B)
w | w w w | w w
W w|f| f @ w|f| f
flw w? flw w?
flr w? flr f?
A|B|(A— B) A|B|(A— B)
w | w w w | w w
@G| w|f| f @|wl|r| f
flw f? flw f?
f1r w? flf f?

Lassen wir Moglichkeit (1) vorerst beiseite, und wenden wir uns gleich Mo-
glichkeit (2) zu: Wie wir sehen konnen, ist gemafi Tafel (2) der Wahrheitswert
von (A — B) immer identisch mit dem Wahrheitswert von B. Was Wahrheit
und Falschheit betrifft, konnten wir unter Verwendung der Tafel (2) also immer
statt (A — B) einfach B verwenden. Aber das entspricht keineswegs unserem
sprachlichen Verstédndnis des ‘wenn-dann’. Ein Implikationssatz hat nicht not-
wendigerweise dieselbe Bedeutung noch denselben Wahrheitswertverlauf wie
sein Konsequens. Also miissen wir Tafel (2) verwerfen.

Die Tafel (3) werden wir im néchsten Unterabschnitt kennenlernen, sie passt
namlich genau zu den sogenannten Aquivalenzsétzen, wie z.B.
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e Hans ist der Bruder von Herbert genau dann, wenn Herbert der Bruder
von Hans ist.

die als wahr gelten werden, wenn der linke Teil der Aquivalenz denselben
Wahrheitswert aufweist wie der rechte Teil der Aquivalenz. Fiir die Implika-
tionssiitze ist diese Wahrheitstafel dann aber natiirlich nicht geeignet, denn
Aquivalenzsitze driicken Implikationen “in beide Richtungen” aus: Ein Aqui-
valenzsatz hat némlich dieselbe Bedeutung wie (A — B) A (B — A)) und
daher nicht wie (A — B) allein.

Die Tafel (4) kennen wir bereits — es handelt sich um die Wahrheitstafel der
Konjunktion. Aber (A — B) und (A A B) sollten sicherlich nicht in denselben
“logischen Topf” geworfen werden. Also scheiden wir auch Tafel (4) aus.

Damit bleibt nur mehr die Moglichkeit (1) tibrig:

Wahrheitstafel 8 (Implikation)

A|B|(A— B)
w | w w
w | f f
flw w
f1f w

Diese Argumentation zeigt: Wenn wir die natursprachliche, durch Wenn-dann-
Sétze ausgedriickte Implikation dberhaupt mit einer Wahrheitstafel erfassen
konnen, dann nur durch diese Wahrheitstafel. Ein Implikationssatz ist also
immer wahr, wenn sein Antezedens falsch ist, und er ist auch immer wahr,
wenn sein Konsequens wahr ist. Es gibt nur einen einzigen Fall, in dem er
falsch ist: Sein Antezedens ist wahr, und sein Konsequens ist falsch.

Die Logiker sind sich sehr wohl bewusst, dass mit dieser Wahrheitstafel —
gerade in den Féllen, in denen das Antezedens falsch ist — die Bedeutung na-
tursprachlicher Implikationssétze nicht immer addquat wiedergegeben werden
kann. Es hat sich aber gezeigt, dass sich diese Wahrheitstafel also fiir die logi-
sche (Re-)Konstruktion wissenschaftlicher Theorien hinreichend und zugleich
als aulerordentlich praktisch und niitzlich erweist. Weiters stellt die Analyse
mit Hilfe obiger Wahrheitstafel auch die einfachste Methode dar, Implikati-
onssétze logisch zu analysieren.

Fiir die linguistisch addquate Analyse mancher natursprachlicher Implikati-
onssitze ist die Wahrheitstafelmethode dennoch nicht geeignet. Oft verwenden
wir einen Implikationssatz ndmlich, um eine Beziehung zwischen Antezedens
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und Konsequens auszudriicken, die iiber eine reine Verkniipfung von Wahr-
heitswerten hinausgehen soll.> Geben wir einige Beispiele dazu an:

e Wenn es regnet, dann ist die Strafle nass.

e Wenn am 31. Dezember vermehrt Sonnenflecken auftreten, dann kommt
es am 1. Janner zu einem schweren Konjunktureinbruch.

Diese beiden Sdtzen konnte man auch so verstehen, dass ein kausaler Zusam-
menhang zwischen Antezedens und Konsequens zum Ausdruck gebracht wer-
den soll, den man deutlicher auch mit einem Wort wie ‘weil” hdtte ausdriicken
kénnen:

e Weil es regnet, ist die Strafle nass.

e Weil am 31. Dezember vermehrt Sonnenflecken auftreten, kommt es am
1. Jédnner zu einem schweren Konjunktureinbruch.

Wir werden auf S. 68 sehen, dass der Wahrheitswert solcher Sétze nicht al-
leine vom Wahrheitswert seiner Teilsdtze abhéingt und daher die Bedeutung
von ‘weil’ nicht durch eine Wahrheitstafel erfasst werden kann. Auf der an-
deren Seite sollte man nicht glauben, dass jeder Wenn-dann-Satz einen kau-
salen Zusammenhang ausdriicken soll: Wenn eine Mathematikerin den Satz
‘Wenn n durch 4 teilbar ist, dann ist n auch durch 2 teilbar’ behauptet, dann
mochte sie natiirlich nicht sagen, dass irgendein kausaler Prozess die eine Teil-
barkeitseigenschaft von n mit der anderen verbinden wiirde, dass daher die
Teilbarkeit von n durch 2 zeitlich ein wenig nach der Teilbarkeit von n durch
4 “stattfinden” wiirde, oder dergleichen. Stattdessen driickt das ‘wenn-dann’
in der Mathematik begriffliche Zusammenhinge aus. (Genauso: ‘Wenn Hans
ein Junggeselle ist, dann ist Hans unverheiratet’ ist wahr, weil es zur De-
finition des Ausdrucks ‘Junggeselle’ gehort, einen unverheirateten Mann zu
bezeichnen.)

Ahnlich wie bei den Kausalséitzen verhélt es sich bei den sogenannten irrea-
len oder kontrafaktischen Konditionalsdtzen, wie z.B.:

3Der britische Philosoph H. Paul Grice, den wir bei den Konjunktionssitzen schon
erwéhnt hatten, hat allerdings argumentiert, dass natursprachliche Implikationssétze (zu-
mindest die im Indikativ formulierten) semantisch gesehen sehr wohl immer materiale Impli-
kationen sind, d.h. der Wahrheitstafel der materialen Implikation geniigen, dass Auerungen
derselben jedoch pragmatisch mit verschiedenen Konnotationen versehen sein koénnen, die
sich aus den Regeln unserer Kommunikationspraxis heraus erkldren lassen. Nach Grice wére
also die Wahrheitstafelmethode sehr wohl immer auf solche Wenn-dann-Sétze anwendbar,
soweit die semantischen Eigenschaften derselben betroffen sind und nicht die pragmatischen.
Mehr dazu findet sich unter [5]. Die Unterscheidung von Semantik und Pragmatik werden
wir auch zu Beginn des Kapitels 6 kurz behandeln.
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e Wenn Oswald Kennedy nicht erschossen hétte, dann wére Nixon niemals
Prisident geworden.

Auch solche Sétze sind einer logischen Analyse mittels Wahrheitstafel nicht
zuganglich. Insbesondere wiirde man einen solchen im irrealen Konjunktiv
formulierten Wenn-dann-Satz nicht schon deshalb als wahr bewerten wollen,
weil sein Wenn-Teil falsch ist, wie es ja gemé&fl unserer Wahrheitstafel oben der
Fall wére. Insgesamt stellt sich die Wahrheitstafel von oben als ungeeignet fiir
die Analyse von Implikationssétzen im Konjunktiv dar (wiahrend die Wahr-
heitstafel fiir die Analyse von Implikationssétzen im Indikativ — also nicht in
der Moglichkeitsform — weit vielversprechender ist).

Wir miissen uns iiberhaupt géinzlich von der Idee befreien, dass die Wahrheit
eines Implikationssatzes geméafl unserer Wahrheitstafel mit irgendeinem enge-
ren inhaltlichen Zusammenhang zwischen dem Antezedens und dem Konse-
quens einhergehen muss. Ebensowenig bedingt die Wahrheit eines Konjunktions-
oder Disjunktionssatzes notwendigerweise einen inhaltlichen Zusammenhang
der jeweiligen Konjunkte bzw. Disjunkte. Auch wenn es in der Alltagskommu-
nikation selten vorkommen mag, kann man doch sinnvollerweise sagen:

e Heute ist Dienstag und der Papst ist Katholik.
e Heute ist Dienstag oder der Papst ist Katholik.

Genauso kann man aber sinnvollerweise folgenden Implikationssatz behaupten:
e Wenn heute Dienstag ist, dann ist der Papst Katholik.

Das Konsequens ist wahr, daher ist gemifl der Wahrheitstafel fiir die Implika-
tion auch der Implikationssatz wahr. (Man kénnte sich das auch so iiberlegen:
Der Papst ist Katholik. Selbst wenn heute Dienstag ist, ist der Papst Katholik.)

Die Analyse von Implikationssétzen, die ganz bestimmte kausale, zeitliche
oder andere inhaltliche Zusammenhénge zwischen den Teilsétzen ausdriicken
sollen, ist nicht Gegenstand der elementaren Aussagenlogik, aber ein wichti-
ger Forschungsschwerpunkt der Philosophischen Logik.* Das soll aber nicht
heiflen, dass es nicht auch sehr gute Argumente dafiir gibt, einen erkleckli-
chen Teil der Wenn-dann-Sétze der natiirlichen Sprache mittels des — mit
der vorher diskutierten Wahrheitstafel zu analysieren. In der Tat werden wir
spéater noch einige solche Argumente kennenlernen. Man kénnte auch sagen:
Die Deutung des ‘wenn-dann’ mittels unserer Wahrheitstafel ist die schwéchst
mogliche — daher aber auch allgemeinst mogliche! — Deutung des ‘wenn-dann’,
die Implikationssitzen dabei immer noch nicht-triviale logischen Eigenschaften

“Siehe [7].
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zuspricht. Sie gibt das wieder, was all die verschiedenen Spezifizierungen des
‘wenn-dann’ in der natiirliche Sprache — kausale, begriffliche, konjunktivische
usw. — gemeinsam haben. Analysiert man das ‘wenn-dann’ der natiirlichen
Sprache mittels unserer Wahrheitstafel ldsst man sozusagen offen, ob es ei-
ne bestimmte kausale, begriffliche, konjunktivische usw. Konnotation besitzen
soll. Dabei geht vielleicht Information verloren, das heifit aber noch nicht, dass
die entsprechende Analyse nicht fiir viele Zwecke hinreichend wére. Wenn man
iibrigens klarstellen will, dass man das ‘wenn-dann’ in der durch die obige
Wahrheitstafel festgelegte Bedeutung meint, dann fiigt man oft hinzu, man
meine das materiale wenn-dann bzw. das materiale Implikationszeichen. ‘Ma-
terial’ bedeutet dann so viel wie: rein von Wahrheitswerten abhéngig, wobei die
Abhéngigkeit des Wahrheitswertes der Implikation von den Wahrheitswerten
des Antezedens bzw. des Konsequens durch die Wahrheitstafel des materialen
‘wenn-dann’ wiedergegeben wird.

Manchmal sprechen wir auch davon, dass etwas eine Ursache fiir etwas an-
deres ist, wenn wir dabei eigentlich aber nur an hinreichende oder notwendige
Bedingungen denken. Diese kénnen wir in der Aussagenlogik jedoch sehr wohl
behandeln, denn die Termini ‘hinreichende Bedingung’ und ‘notwendige Be-
dingung’ lassen sich hier exakt definieren. Wenn wir etwa sagen:

e Heidis fleiflige Mitarbeit in der Lehrveranstaltung “Logik 1”7 ist eine hin-
reichende Bedingung fiir ihren positiven Abschluss dieser Lehrveranstal-
tung

so ist dies ein falscher Satz. Wenn wir hingegen sagen:

e Heidis fleilige Mitarbeit in der Lehrveranstaltung “Logik 1” ist eine not-
wendige Bedingung fiir ihren positiven Abschluss dieser Lehrveranstal-
tung

so ist dies wohl ein wahrer Satz. Denn wire der erste Satz wahr, so miisste Heidi
iiber die fleiflige Mitarbeit hinaus nichts weiter dazutun, um eine positive Note
zu erhalten; dafiir muf sie aber auch und vorallem eine Klausur bestehen, etc.
Ihre fleiffige Mitarbeit ist also nicht hinreichend fiir ihren positiven Abschluss.
Der zweite Satz ist aber vermutlich wahr, da sie ohne fleiflige Mitarbeit eben
kein Verstandnis fiir Logik entwickeln wird und daher dann auch keine positive
Note erhalten wird, d.h.: Thre fleilige Mitarbeit ist vermutlich notwendig fiir
den positiven Abschluss.

So viel zu den sprachlichen Intuitionen, die der Redeweise von ‘hinreichend
fiir’ und ‘notwendig fiir’ unterliegen — nun zu der einfachsten Weise, diese In-
tuitionen priziser zu fassen: Uberlegungen analog zu den obigen lassen sich
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nimlich auch an der Wahrheitstafel fiir die Implikation ablesen. Ein Implika-
tionssatz (A — B) ist ja genau dann falsch, wenn sein Antezedens A wahr
und sein Konsequens B falsch ist — die Wahrheit des Antezedens zieht also
gleichsam die Wahrheit des Konsequens nach sich, falls der Implikationssatz
wahr ist. Das Antezedens ist also immer eine hinreichende Bedingung fiir das
Konsequens — kurz:

e Wenn Antezedens, so Konsequens.

An der Wahrheitstafel fiir die Implikation erkennt man aber auch, dass die
Falschheit des Konsequens die Falschheit des Antezedens gewissermafien nach
sich zieht, falls der Implikationssatz wahr ist. Dies bedeutet, dass das Konse-
quens immer eine notwendige Bedingung fiir das Antezedens ist — ohne Be-
stehen des Konsequens kein Bestehen des Antezedens. Denn wenn das Konse-
quens nicht besteht, dann besteht auch das Antezedens nicht.

Also ist bei einem Satz der Form

e (A— B)

das Antezedens A immer die hinreichende Bedingung fiir das Konsequens B
bzw. B die notwendige Bedingung fiir A. Wir halten somit fest:

e Dass A der Fall ist, ist eine hinreichende Bedingung dafiir, dass B der
Fall ist, genau dann, wenn (A — B) wahr ist.

e Dass B der Fall ist, ist eine notwendige Bedingung dafiir, dass A der Fall
ist, genau dann, wenn (A — B) wahr ist.

Ubrigens werden notwendige Bedingungen oftmals auch ausgedriickt, indem
das Wortchen ‘nur’ an geeigneter Stelle platziert wird. Statt

e Heidis fleiffige Mitarbeit in der Lehrveranstaltung “Logik 1” ist eine not-
wendige Bedingung fiir ihren positiven Abschluss dieser Lehrveranstal-
tung

kann man némlich auch kiirzer sagen:

e Nur wenn Heidi in der Lehrveranstaltung “Logik 17 fleiflig mitarbeitet,
wird sie diese Lehrveranstaltung positiv abschlieflen.

Durch das Hinzufiigen des ‘nur’ wird aus der hinreichenden Bedingung eine
notwendige. Wahrend in

e Wenn es regnet, ist die Strafie nass. (A — B)

Hannes Leitgeb: Logik I
Stand: 29.10.2020



62 KAPITEL 2. AUSSAGENLOGISCHE ANALYSE

das Regnen eine hinreichende Bedingung fiir die Nésse der Strafle ist, ist in
e Nur wenn es regnet, ist die Strafie nass. (B — A)

das Regnen eine notwendige Bedingung fiir die Nésse der Strafle. Der letzte
Satz sagt also nichts anderes aus, als:

e Wenn die Strafle nass ist, dann regnet es. (B — A)

Das Hinzufiigen des ‘nur’ dreht also gleichsam den Implikationspfeil um. (Die-
se ‘wenn-dann’-Sétze haben nicht die gleiche logische “Kraft” wie die entspre-
chenden ‘weil’-Sétze, aber das soll uns momentan nicht weiter storen.)

Zusammenfassend konnen wir festhalten, dass Implikationssétze der folgen-
den Formen im Allgemeinen paarweise gleichbedeutend sind:

e (A— B).

Wenn A, (dann) B.

e B, wenn A.

e Nur wenn (auch) B, (dann) A.

e Nur A, wenn (auch) B.

e A nur dann, wenn (auch) B.

e Dass A, ist hinreichend dafiir, dass B.

e Dass B, ist notwendig dafiir, dass A.

e Dass A, ist eine hinreichende Bedingung dafiir, dass B.
e Dass B, ist eine notwendige Bedingung dafiir, dass A.

Erlautern wir dies nochmals anhand eines Beispiels: Wenn wir ‘A’ durch ‘Etwas
(bzw. es) ist blau’ und ‘B’ durch ‘Etwas (bzw. es) ist farbig’ ersetzen, dann
erhalten wir lauter Aussagesiitze, die allesamt von ein und derselben Form
(A — B) sind (wobei wir uns das ‘etwas’ bzw. ‘es’ auf ein beliebiges Objekt
aus einem entsprechenden Gegenstandsbereich bezogen denken):

e Wenn etwas blau ist, dann ist es farbig.
e Etwas ist farbig, wenn es blau ist.

e Nur wenn etwas auch farbig ist, ist es blau.
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Etwas ist nur blau, wenn es auch farbig ist.

FEtwas ist blau nur dann, wenn es auch farbig ist.

Dass etwas blau ist, ist hinreichend dafiir, dass es farbig ist.

Dass etwas farbig ist, ist notwendig dafiir, dass es blau ist.

Dass etwas blau ist, ist eine hinreichende Bedingung dafiir, dass es farbig
ist.

Dass etwas farbig ist, ist eine notwendige Bedingung dafiir, dass es blau
ist.

Alle diese Sdtze haben exakt dieselbe logische Form, die mittels — angege-
ben werden kann. (In der Pridikatenlogik werden wir die “Beliebigkeit” des
Objektes, auf das sich das ‘etwas’ dabei bezieht, durch einen sogenannten All-
quantor prézisieren kénnen, und formal schreiben kénnen: fir jedes Objekt x
1m vorgegebenen Gegenstandsbereich gilt, dassz wenn x blau ist, x auch farbig
ist. Usw. Doch die Details dazu werden wir erst in der zweiten Hélfte dieses
Buches behandeln.)

2.2.5 Aquivalenzsitze

Als letzte Moglichkeit zur Zusammensetzung von Aussagesitzen, die wir mit-
tels Wahrheitstafeln behandeln kénnen, wollen wir die Aquivalenz anfiihren.
Ein Beispiel fiir einen Aquivalenzsatz ist:

e Herbert kiisst Heidi genau dann, wenn Heidi Herbert kiisst.

(Nicht dass dieser Satz unbedingt fiir wahr gehalten miisste: Es geht uns mehr
darum zu verstehen, was der Fall sein miisste, damit er wahr wére.)
Fin wenig in logische Form gebracht, sieht der Satz so aus:

e Kiisst(Herbert, Heidi) genau dann, wenn Kiisst(Heidi, Herbert)

Das logische Symbol fiir Aquivalenz ist der Doppelpfeil +. Im Logiker-Deutsch
sieht unser Beispielsatz dann wie folgt aus:

e Kiisst(Herbert, Heidi) <+ Kiisst(Heidi, Herbert)

Der Doppelpfeil soll uns daran erinnern, dass — wie wir oben bereits erwéhnt
haben — Aquivalenzséitze gleichbedeutend mit der Konjunktion zweier Impli-
kationssétze sind. D.h., ein Aquivalenzsatz
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e (A< B)
hat dieselbe Bedeutung wie
e (A—-B)AN(B—A))

‘Aquivalenz’ heit ja nichts anderes als ‘Gleichwertigkeit’, und bei uns heift
dies: gleichwertig hinsichtlich der Wahrheitswerte der Teilsétze. Wenn die bei-
den Teilséitze eines Aquivalenzsatzes also denselben Wahrheitswert haben,
dann ist der Aquivalenzsatz wahr, haben sie unterschiedliche Wahrheitswerte,
so ist er falsch:

Wahrheitstafel 9 (Aquivalenz)

- 8 €|
~ & w8

Da ja ein Aquivalenzsatz gleichbedeutend mit der Konjunktion der entspre-
chenden Implikationssétze ist, héitten wir diese Wahrheitstafel auch aus den
Wahrheitstafeln fiir Implikation und Konjunktion erschliefen kénnen.

Noch etwas ergibt sich aus dem Zusammenhang zwischen Implikationssétzen
und Aquivalenzsiitzen: Anstatt ‘A genau dann, wenn B’ zu sagen, darf man
gleichbedeutend formulieren: A ist eine (zugleich) notwendige und hinreichen-
de Bedingung fiir B. Denn dies heif3t ja wiederum nichts anderes als: A ist eine
notwendige Bedingung fiir B (d.h., B — A) und A ist auch eine hinreichende
Bedingung fiir B (d.h., A — B). Und Aquivalenz ist ja, wie gesagt, nichts
anderes als Implikation in beide Richtungen.

Wenn wir im Ubrigen in diesem Buch das eine oder andere Mal kurz ‘gdw’
schreiben, so wird das einfach eine bequeme Abkiirzung von ‘genau dann
wenn’, d.h., fiir die Aquivalenz (in der Metasprache) sein.

2.2.6 Aussagenlogische Zerlegbarkeit

Wir haben nun alle Aussagesitze kennengelernt, die wir als aussagenlogisch
zerlegbar betrachten wollen. Wir werden uns also merken:

Ein Aussagesatz ist aussagenlogisch zerlegbar genau dann, wenn er ent-
weder die Negation eines Aussagesatzes ist, oder die Konjunktion, Dis-
junktion, Implikation oder Aquivalenz zweier Aussagesitze ist.
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Eine unmittelbare Folgerung dieser Festlegung ist, dass einfache Aussagesitze
aussagenlogisch unzerlegbar sind, da sie ja keine Negations-, Konjunktions-,
Disjunktions-, Implikations- oder Aquivalenzsitze sind.

Gemaif der fiinf Kategorien aussagenlogisch zerlegbarer Sétze werden wir
spéter die Sprache der Aussagenlogik aufbauen, welche zwar diejenige logische
Sprache ist, auf der alle anderen logischen Sprachen basieren, die aber keines-
wegs selbst schon ausdrucksstark genug ist, um in ihr séimtliche Aussagesétze
der natiirlichen Sprache addquat logisch analysieren zu kénnen. Das ist aber
auch gar nicht ihre Aufgabe. Im néichsten Abschnitt werden wir einige Beispiele
fiir aussagenlogisch unzerlegbare Aussagesitze kennenlernen, die sich der aus-
sagenlogischen Analyse “widersetzen”. Manche davon werden sich im zweiten
Teil dieses Buches jedoch als pradikatenlogisch zerlegbar herausstellen, und die
pradikatenlogische Sprache wird sich als hinreichend ausdrucksstart erweisen,
um in ihr das Gros der Wissenschaftssprachen erfolgreich représentieren zu
konnen. Dariiber hinausgehende aussagenlogisch unzerlegbare Aussagesitze
werden wir in diesem Buch nicht mehr im Detail analysieren, es gibt aber
sehr wohl andere Erweiterungen der logischen Sprache, in denen dies moglich
ist. Diese stellen dann das Thema von Erweiterungen der Pradikatenlogik dar,
welche jedoch in diesem Buch nicht genauer behandelt werden kénnen.

Noch eine Abschlussbemerkung zu unserer Definition von ‘aussagenlogisch
zerlegbar’: Die fiinf Typen von aussagenlogisch zerlegbaren Aussageséitzen ori-
entieren sich an den fiinf wichtigsten aussagenlogischen Verkniipfungen. Man
hétte aber prinzipiell auch noch andere Typen von aussagenlogisch zerlegba-
ren Aussagesitzen hinzufiigen konnen: Solange die zugehorigen Verkniipfungen
durch eine Wahrheitstafel reprisentierbar wiren, wire dies absolut zuldssig.
Es lédsst sich aber beweisen, dass tatséchlich alle Wahrheitstafeln bereits durch
Zusammensetzungen von —, A, V, —, <> dargestellt werden koénnen — wie
wir dies schon am Beispiel des aussschlieBenden ‘oder’ in Sektion 2.2.3 ge-
sehen haben. D.h.: =, A, V, —, > stellen eine sogenannte wahrheitsfunktio-
nale Basis dar, mit deren Hilfe alle solche Verkniipfungen dargestellt werden
kénnen, die iiberhaupt mittels einer Wahrheitstafel analysierbar sind. Man
hitte umgekehrt in der Definition von ‘aussagenlogisch zerlegbar’ auch ge-
wisse Typen von Aussagesitzen weglassen konnen: Z.B. ist < iiber — und
A definierbar, wie Sektion 2.2.5 gezeigt hat. In der Tat ldsst sich beweisen:
Jede durch eine Wahrheitstafel représentierbare logische Verkniipfung kann
schon (i) rein auf Basis von = und A, bzw. (ii) rein auf Basis von — und
V, bzw. (iii) rein auf Basis von = und — definiert werden. (Es ginge sogar
noch einfacher: Wenn man nur mit der Wahrheitstafel der verneinten Kon-
junktion startet, lédsst sich auf dieser Basis schon jede andere Wahrheitstafel
definieren, und genauso wenn man nur mit der Wahrheitstafel der vernein-
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ten Disjunktion startet.) Unser momentanes Ziel besteht jedoch nicht darin,
eine moglichst 6konomische wahrheitsfunktionale Basis zu wéhlen, sondern
besonders wichtige und gebriuchliche Typen von Aussagesitzen zu isolieren,
deren Semantik zumindest in guter Ann&herung mit Hilfe von Wahrheitsta-
feln wiedergegeben werden kann. Und fiir dieses Ziel stellt sich die Defini-
tion von ‘aussagenlogisch zerlegbar’ als genau auf Negations-, Konjunktions-,
Disjunktions-, Implikations- und Aquivalenzsiitze zutreffend als besonders niitz-
lich und praktikabel heraus.
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2.3 Komplexe aussagenlogisch unzerlegbare Sitze

Die erste Kategorie der aussagenlogisch unzerlegbaren Sétze ist — wie wir ge-
sehen haben — die der einfachen Aussageséitze. Diese sind aussagenlogisch un-
zerlegbar, da sie keine Aussagesitze mehr als echte Teile enthalten, sondern
“nur” singulére und generelle Terme. Diese Terme werden wir aber erst in der
Pradikatenlogik als echte logische Bestandteile von Aussagesitzen analysieren
konnen. Die aussagenlogisch unzerlegbaren Sétze, die wir nun kennenlernen
werden, enthalten sehr wohl andere Aussagesitze als echte Teile, diese sind je-
doch nicht mittels der aussagenlogischen Junktoren —, A, V, —, <> verkniipft,
sondern durch andere logische Zeichen, die uns in einer aussagenlogischen Ana-
lyse nicht zur Verfiigung stehen. Es gibt also neben den einfachen (und somit
aussagenlogisch unzerlegbaren) Aussagesétzen eine Reihe von komplexen aus-
sagenlogisch unzerlegbaren Aussageséitzen, von denen wir nur eine kleine, phi-
losophisch relevante Auswahl betrachten wollen. (Man beachte also: ‘komplex’
und ‘aussagenlogisch zerlegbar’ bedeuten nicht dasselbe! Jeder aussagenlo-
gisch zerlegbare Aussagesatz ist auch komplex, aber nicht notwendigerweise
umgekehrt, wie die folgenden Beispiele von komplexen, aber aussagenlogisch
unzerlegbaren Aussagesitzen zeigen werden.)

Wir haben vorher bereits eingesehen, dass materiale Implikationssétze kei-
nen kausalen Zusammenhang zwischen Antezedens und Konsequens ausdrii-
cken. In der natiirlichen Sprache gibt es freilich sehr wohl sinnvolle Kau-
salsétze, welche sich nur nicht als aussagenlogisch analysierbar herausstellen.
Ein Beispiel fiir einen solchen Kausalsatz ist die alltagspsychologische Fest-
stellung:

e Herbert ist gliicklich, weil Heidi ihn gekiisst hat.

Vermutlich ist es bei diesem und den meisten Kausalsidtzen so, dass, wenn
der Kausalsatz wahr ist, beide seiner Teilsdtze auch wahr sind. D.h., wenn
mindestens ein Teilsatz falsch ist, dann ist zwangslaufig auch der Kausalsatz
falsch. Wenn wir aber nur wissen, dass beide Teilsétze wahr sind, dann kénnen
wir rein aussagenlogisch betrachtet noch nichts iiber den Wahrheitswert des
Gesamtsatzes aussagen, wie wir an folgenden Beispielen sehen kénnen:

e Die Autobahn ist nass, weil es geregnet hat.

e Die Autobahn ist asphaltiert, weil es geregnet hat.

Nehmen wir an, die Autobahn ist wirklich nass, sie ist natiirlich auch asphal-
tiert, und es hat vor kurzem geregnet. Dann sind in beiden Beispielsidtzen
beide Teilsdtze wahr, aber nur der erste Kausalsatz ist wahr, da eben der ent-
sprechende Kausalzusammenhang besteht, der zweite hingegen ist falsch. Wir
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konnen also keine vollstdndige Wahrheitstafel fiir den Kausaloperator ‘weil’
angeben, sondern nur eine partielle:

Wahrheitstafel 10 (Kausalitiit)

A | B | (A, weil B)
w | w ?
w| f f
flw f
fl1f f

Hier lédsst sich das Fragezeichen in der ersten Zeile nicht durch einen kon-
kreten Wahrheitswert ersetzen; aber eine “Wahrheitstafel”, in der nicht alle
Zeilen vollstandig ausgefiillt sind, ist eigentlich gar keine Wahrheitstafel. D.h.:
Die Bedeutung des Kausaloperators ‘weil’ kann mit aussagenlogischen Mitteln
nicht angegeben werden, mithin kann es sich dabei also um keinen aussagen-
logischen Junktor handeln. Kausalséitze werden eingehender in der Konditio-
nallogik® — der Logik der (insbesondere kontrafaktischen) Wenn-dann-Sitze —
sowie in der Wissenschaftstheorie und der Metaphysik behandelt. Neben den
Kausalsétzen zéhlen auch die (oft kontrafaktischen) Wenn-dann-Sétze, die im
Konjunktiv formuliert sind, zu den komplexen und aussagenlogisch unzerleg-
baren Aussageséitzen, da auch deren Wahrheitsbedingungen nicht durch eine
hinreichend geeignete vollstindige Wahrheitstafel erfasst werden kann — wie
bereits in Sektion 2.2.4 angedeutet. Wie ebenfalls bereits besprochen, lassen
sich die Wahrheitsbedingungen von Wenn-dann-Sétzen im Indikativ hingegen
meist hinreichend adédquat durch die Wahrheitstafel der materialen Implika-
tion erfassen.

In der Philosophie im Allgemeinen, im speziellen aber in der Metaphysik,
spielen auch sogenannte (alethische) Modalsditze eine wichtige Rolle. In diesen
geht es um Moglichkeit und Notwendigkeit:

1. Es ist moglich, dass es intelligentes Leben auf der Erde gibt.
2. Es ist moglich, dass es intelligentes Leben auf dem Mond gibt.
3. Es ist moglich, dass 2 + 2 = 5.

4. Notwendigerweise gilt, dass 2 4+ 2 = 5.

5. Notwendigerweise gilt, dass 2 + 2 = 4.

®Siehe [7].
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6. Notwendigerweise gilt, dass es intelligentes Leben auf der Erde gibt.

Wie wir gleich zeigen werden, ist auch die Bedeutung solcher Sétze aussagen-
logisch nicht eindeutig durch den Wahrheitswert ihrer Teilséitze bestimmt. Die
Wahrheitswerte solcher Sitze kénnen erst in einer Erweiterung der Aussagen-
logik, némlich der (alethischen) Modallogik® bestimmt werden, auf die wir hier
natiirlich nicht weiter eingehen werden. Wir wollen nur die iiblichen logischen
Symbole fiir Méglichkeit () und Notwendigkeit (O), die in der Modallogik
Verwendung finden, einfithren, um eine konzisere Notation zur Verfiigung zu
haben. Diese beiden Symbole werden auch ‘Moglichkeitsoperator’ und ‘Not-
wendigkeitsoperator’ genannt. Die Sidtze 3 und 5 sehen dann wie folgt aus:

e $2+4+2=5
e [1242=14

Wenn ein Satz A wahr ist, so ist offensichtlich auch der Satz ¢ A wahr, da
die Wahrheit des Satzes A doch die Moglichkeit des Satzes A impliziert, wie
wir an Satz 1 sehen: Schon daraus, dass es in der Tat intelligentes Leben auf
der Erde gibt, folgt doch, dass es moglich ist, dass es intelligentes Leben auf
der Erde gibt. Wenn wir jedoch nur wissen, dass ein Satz A falsch ist, konnen
wir noch nichts iiber den Wahrheitswert von (¢ A sagen; denn es gibt Fille, in
denen A falsch ist, 0 A jedoch wahr (wie eventuell in Satz 2), und es gibt Fille
in denen beide Sétze falsch sind (wie in Satz 3). Denn es gibt kein intelligentes
Leben auf dem Mond, obwohl es vermutlich mdglich wére, dass es intelligentes
Leben auf dem Mond gébe, und es ist weder so, dass 2+2=>5 ist, noch ist es
so, dass es moglich wire, dass 24-2=5. Daher konnen wir auch fiir ¢ nur eine
partielle Wahrheitstafel angeben:

Wabhrheitstafel 11 (Moglichkeit)

ATOA
w | w
fl?

Nun zur Notwendigkeit: Wenn ein Satz A falsch ist, so ist auch der Satz [1A
falsch, da die Falschheit des Satzes A zeigt, dass A nicht mit Notwendigkeit
gelten kann, wie wir an Satz 4 sehen. Wenn wir andererseits nur wissen, dass
der Satz A wahr ist, dann konnen wir wiederum noch nichts iiber den Wahr-
heitswert von [JA sagen; denn hier gibt es Fille, in denen A wahr ist, [JA aber
falsch (wie in Satz 6), und es gibt Fille in denen beide Sdtze wahr sind (wie in
Satz 5). So kénnen wir auch fiir [J nur eine partielle Wahrheitstafel angeben:

SSiehe [3].
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Wahrheitstafel 12 (Notwendigkeit)

A|OA
w | ?
If

Bei Moglichkeits- und Notwendigkeitssitzen handelt es sich also ebenfalls
um komplexe aber aussagenlogisch unzerlegbare Aussagesitze: Z.B. ist QA
komplez (d.h. nicht einfach) — {0 A enthélt ja den Aussagesatz A als echten Teil
— der Moglichkeitsoperator geniigt aber keiner (vollsténdigen) Wahrheitstafel,
weshalb Q0 A auch nicht mit aussagenlogischen Mitteln behandelt bzw. zerlegt
werden kann. Analoges lésst sich iiber [JA sagen. (Das heifit aber nicht, dass
Moglichkeits- bzw. Notwendigkeitssétze keine Aussagesitze wiren!)

Weitere Kategorien komplexer aussagenlogisch unzerlegbarer Sitze sind die
der epistemischen und dozastischen Modalsitze”, welche vor allem fiir die
philosophische Disziplin der Erkenntnistheorie von fundamentaler Bedeutung
sind. Dies sind Sitze, in denen von Wissen bzw. Glauben oder Uberzeugung
die Rede ist (wobei Glauben hier nicht religis, sondern im Sinne von Fiihr-
wahrhalten verstanden wird). Ein epistemischer Satz ist etwa:

e Otto weif}, dass Heinrich Vorarlberger ist.

Ein wichtiges Prinzip der Erkenntnistheorie besagt, dass Wissen Wahrheit
impliziert, d.h. beziiglich unseres Beispiels: Wenn Otto weifl, dass Heinrich
Vorarlberger ist, dann ist es auch wahr, dass Heinrich Vorarlberger ist. Das
heifit wiederum, dass, wenn es falsch ist, dass Heinrich Vorarlberger ist, Otto
auch nicht weif}, dass er Vorarlberger ist. Allgemein gilt also: Wenn A falsch ist,
dann ist auch K A falsch, wobei wir das Symbol K in der logischen Sprache fiir
die natursprachliche Phrase ‘... wei}, dass’ verwenden. (Das K riihrt {ibrigens
vom englischen Wort ‘knowledge’ her.) Dies fiithrt uns zu folgender abermals
partieller Wahrheitstafel des Wissensoperators K:

Wabhrheitstafel 13 (Wissen)

Al KA
w|?
/

Da es aber offensichtlich sowohl wahre Sétze gibt, die nicht gewusst werden,
als auch wahre Sétze, die gewusst werden, ist es uns nicht méglich, das Frage-
zeichen in der ersten Zeile durch einen eindeutigen Wahrheitswert zu ersetzen.

"Siehe [2].
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Die Bedeutung des Wissensoperators K kann daher ebenfalls nicht durch eine
Wahrheitstafel angegeben werden.

Noch schlimmer ist es um die doxastischen Satze bestellt. Wie wir alle aus
eigener (leidvoller) Erfahrung wissen, gibt es (i) Sétze, die wahr sind und ge-
glaubt werden, (ii) Sitze, die wahr sind und nicht geglaubt werden, (iii) Sétze,
die falsch sind und geglaubt werden, und (iv) Sétze, die falsch sind und nicht
geglaubt werden. Hier sieht die Wahrheitstafel fiir den Glaubensoperator B
(von ‘belief’), den wir als Symbol fiir die Phrase ‘... glaubt, dass’ verwenden,
also besonders diirftig aus:

Wabhrheitstafel 14 (Glauben)

A|BA
?

w
f

Auch doxastische (also: Glaubens-) Operatoren kénnen daher nicht im Rah-
men der Aussagenlogik behandelt werden. Wissens- und Glaubenssétze sind
komplex, aber aussagenlogisch unzerlegbar.

Nach der Metaphysik und Erkenntnistheorie wollen wir nun noch Sétze be-
trachten, die in einer weiteren philosophischen Hauptdisziplin eine zentrale
Rolle spielen, nédmlich in der Ethik: dies sind die deontischen (oder normati-
ven) Modalsditze. Typische Beispiele dafiir sind:

e Studenten miissen immer brav und artig sein.
e Es ist verboten, im Hoérsaal Fulball zu spielen.
e Es ist erlaubt, den Lehrer zu loben und zu preisen.

Es geht hier also um Gebote, Verbote und Erlaubnisse. Beziiglich dieser Sétze
gibt es unterschiedliche Auffassungen: Manche Philosophen meinen, dass sie
Aussagesiitze sind, die also wahr oder falsch sind; andere sind jedoch der Mei-
nung, dass es nicht die semantische Funktion von deontischen Sétzen ist, die
Wirklichkeit zu beschreiben, sondern vielmehr gewisse “richtige” Einstellun-
gen und Gedanken in uns hervorzurufen und uns damit zu einem “moralisch
korrekten” Leben anzuleiten. Wie schon im letzten Kapitel erwéhnt, sind die-
se Sétze in letzterem Falle natiirlich keine Aussagesétze und somit auch nicht
wahr oder falsch, sondern haben bestenfalls “Geltung” bzw. “Richtigkeit”.
Wer jedoch die erste Auffassung bevorzugt, kann versuchen, Wahrheitstafeln
fiir deontische Sétze anzugeben. Doch genau wie beim Glaubensoperator gibt
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es auch bei den deontischen Operatoren sémtliche Kombinationsmoglichkeiten
von Wahrheit und Falschheit fiir den Ausgangssatz A einerseits und den dar-
aus gebildeten Gebotssatz OA (vom englischen ‘obligatory’), den Verbotssatz
FA (vom englischen ‘forbidden’) und den Erlaubnissatz PA (vom englischen
‘permitted’) andererseits. Wir verzichten daher darauf, die partiellen Wahr-
heitstafeln fiir diese Operatoren anzugeben, da sie uns iiberhaupt nichts mehr
iiber deren Bedeutung sagen kénnen. Das heifit aber nicht, dass diese deon-
tischen Operatoren keinerlei logischen Analyse zugéinglich wéren: In der Tat
beschéftigt sich ein ganzes Teilgebiet der philosophischen Logik — die deonti-
sche Logik® — mit der Logik dieser logischen Junktoren.

Als letzte Kategorie komplexer aussagenlogisch unzerlegbarer Aussagesétze
wollen wir die der generellen Sdtze anfithren. Die prominentesten Vertreter
dieser Kategorie sind die All- und Existenzaussageséitze, welche wir im zweiten
Teil dieser Vorlesung pradikatenlogisch analysieren werden. Beispiele fiir solche
Sétze sind

e Alle Osterreicher sind strebsam und fleiig.
e Es gibt Osterreicher, die strebsam und fleiBig sind.

Wie wir spéiter sehen werden, ist auch nur der Versuch der Angabe einer
Wahrheitstafel fiir solche Sitze zum Scheitern verurteilt. Bestenfalls konnte
man ein “Gebilde” dieser Art angeben:

Wahrheitstafel 15 (777 Allsatz 777)

P(x) | VxP(x)

o S~ Y~ -

Der Wahrheitswert von VzP(z) (“Alles hat die Eigenschaft P”) wiirde von
den Wahrheitswerten des “unbestimmten” Ausdrucks P(x) abhidngen. Dabei
miisste aber x verschiedene “Werte” annehmen kénnen, unter Umstédnden auch
unendlich viele Werte (wie in “Alle Zahlen...”). All das miisste prézisiert wer-
den — und wird auch prézisiert werden, ndmlich spéter in der Pradikatenlogik

8Siehe [1].
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— diese Prézisierungen iibersteigen jedoch die Ausdruckskraft einer einfachen
Wahrheitstafel. (Genauso verhilt es sich bei den Existenzsitzen.)

Das tut aber momentan nichts zur Sache: In diesem ersten aussagenlogi-
schen Teil der Vorlesung wird es fiir uns nur wichtig sein, dass Sétze dieser
Art komplex, aber aussagenlogisch unzerlegbar sind, und sich damit einer aus-
sagenlogischen Analyse verwehren. In der zweiten, pradikatenlogischen Hélfte
dieses Buches werden sich solche generellen Sétze jedoch als prddikatenlogisch
zerlegbar erweisen.

Noch ein kleiner Vorgriff auf die pradikatenlogischen Sprachen, die wir dann
im zweiten Teil des Buches behandeln werden: Der Aussagesatz ‘Alles ist ma-
teriell’ ist ebenfalls ein Allsatz und somit gem#fl unserer Klassifikation ein
komplexer aussagenlogisch unzerlegbarer Satz. Doch man mag sich nun die
Frage stellen, welcher echte Teil desselben denn nun wiederum ein Aussagesatz
sein soll? So einen Teil miisste es ja geben, wenn es sich bei ‘Alles ist mate-
riell” wirklich um einen komplexen Aussagesatz handeln soll. Die Antwort auf
diese Frage wird sich deutlicher nach der Behandlung der priadikatenlogischen
Sprache erschlieflen: Denn in dieser wird ‘Alles ist materiell” mittels einer For-
mel der Form VaxM (z) reprisentiert werden, in der Vz fir ‘fiir alle 2’ steht
und M (x) fir ‘z ist materiell’. Der letztere Formelteil M (z), so kénnte man
sagen, reprasentiert dabei einen Satz der Art ‘es ist materiell’, welcher als
Aussagesatz bezeichnet werden darf, solange klargestellt ist, wofiir ‘es’ in dem
jeweiligen Kontext stehen soll. Das heifit, ‘Alles ist materiell’ wird letztlich
verstanden werden als: Fiir alles gilt, dass es materiell ist. Somit ist dann ‘Es
ist materiell” ein Aussagesatz, der sich mithin als echter Teil von ‘Alles ist ma-
teriell’ (bzw. ‘Fiir alles gilt, dass es materiell ist’) herausstellt. Folglich erweist
sich ‘Alles ist materiell’ in der Tat als komplexer Aussagesatz, weil derselbe
einen weiteren Aussagesatz als echten Teil enthilt.
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2.4 Klassifikation von Aussagesitzen

Wir méchten zum Abschluss noch eine Ubersicht iiber die von uns vorgenom-
mene Klassifikation von Aussagesitzen geben:

Aussagesitze
einfach komplex
(aussagenlogisch
unzerlegbar)
aussagenlogisch aussagenlogisch
zerlegbar: unzerlegbar:
Negationssitze Kausalsiitze /Implikationssétze im Konjunktiv
Konjunktionssétze alethische Modalsétze

Disjunktionssidtze  epistemische Modalsétze
Implikationssétze im Indikativ ~ doxastische Modalsétze
Aquivalenzsitze deontische Modalsétze
generelle Satze

2.5 Argumente

Weder in der Philosophie noch in den Wissenschaften ist es ausreichend, ein-
fach Behauptungen aufzustellen, d.h. durch die blofie AuBerung eines Aussage-
satzes etwas ohne weitere Begriindung zu behaupten. Stattdessen miissen wir
Argumente fiir unsere Behauptungen vorbringen. Ein giiltiges Argument kann
einem némlich zusétzlich einen guten Grund dafiir bieten, an die jeweilige Be-
hauptung zu glauben, die die Konklusion des Argumentes ist. Demgemif ist
es nicht alleine wichtig, die logische Form von Aussagesidtzen herauszufinden,
sondern insbesondere auch die von Argumenten. Mit der logischen Form von
Argumenten werden wir uns ausfiihrlich in Abschnitt 3.2 auseinandersetzen.

Zunéchst aber wollen wir nur einige Beispiele von Argumenten angeben, fest-
legen, was iiberhaupt ein Argument ist, und die iibliche Terminologie einfiihren,
mit deren Hilfe man iiber Argumente und deren Bestandteile spricht. Ein klas-
sisches Beispiel fiir ein natursprachliches Argument ist:

e Alle Menschen sind sterblich. Sokrates ist ein Mensch. Also ist Sokrates
sterblich.
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Dieses Argument besteht aus drei Aussagesidtzen. Die ersten beiden Aussa-
gesitze sind die Prdamissen des Argumentes, d.h. sie werden vorausgesetzt
bzw. angenommen. Der letzte Aussagesatz beginnt mit einem ‘also’, welches
die Konklusion des Argumentes einleitet, d.h. in unserem Fall den Aussagesatz
‘Sokrates ist sterblich’. Die Konklusion eines Argumentes soll iiblicherweise
durch die Priamissen des Argumentes gestiitzt werden, und Konklusionsindi-
katoren wie ‘also’ zeigen den Ubergang von den Primissen zur Konklusion an.
Um diese Struktur zu verdeutlichen, kann man das natursprachliche Argument
in folgende traditionelle Standardform bringen:

(Arg. 1) Alle Menschen sind sterblich.

Sokrates ist ein Mensch.

Also: Sokrates ist sterblich.

Wir schreiben dabei alle Pramissen untereinander, lassen einen horizontalen
Strich folgen, und ergénzen schliellich den Konklusionsindikator ‘also:’, gefolgt
von der Konklusion.

Das néchste Beispiel schreiben wir gleich in Standardform an:

(Arg. 2) Alle Menschen sind sterblich.

Sokrates ist ein Fisch.

Also: Sokrates ist ein Philosoph.

Dieses Argument ist — im Gegensatz zu vorigem — offensichtlich “unsinnig”,
aber es ist nichtsdestotrotz ein Argument. Argumente miissen also nicht “ver-
niinftig” oder gar giiltig sein, es ist nur wichtig, dass sie eine gewisse Form
haben. Anders ausgedriickt: Es gibt auch schlechte Argumente!

Auch bei der folgenden Folge von Aussageséitzen handelt es sich um ein
Argument:

(Arg. 3) Der Papst kommt néichsten Sommer nach Wien oder nach Salzburg.

Der Papst kommt aber néchsten Sommer nicht nach Wien.

Daher: Der Papst kommt néchsten Sommer nach Salzburg.

Wir sehen, dass es in der deutschen Sprache die verschiedensten Konklusions-
indikatoren gibt, etwa:
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also, daher, somit, folglich,. ..

Da alle diese Ausdriicke dasselbe bedeuten, werden wir in der logischen Sprache
jedoch nur einen einzigen Konklusionsindikator verwenden, ndmlich

Im Abschnitt 3.2 werden wir die Form eines Argumentes mit den Prémissen
Aq,...,A,_1 und der Konklusion B daher einfach so schreiben:

Al, . 7An—1 -.B
Wir halten fest:

Definition 3 Ein Argument ist eine Folge von n (wobein > 0) Aussagesitzen,
1. deren erster bis n — 1-ter Aussagesatz ‘Pramisse’ genannt werden, und

2. deren n-ter Satz durch einen Konklusionsindikator eingeleitet wird, wel-
chem ein Aussagesatz folgt, der ‘Konklusion’ genannt wird.

Bei obigem Argument Arg. 1 war beispielsweise n = 3, da das Argument
aus n —1 = 2 Prédmissen und genau einer Konklusion bestand (3 = 2+41). Wir
haben in unserer Definition von ‘Argument’ aber auch den “Grenzfall” eines
Argumentes eingeschlossen, welches eine “Folge” von genau einem Aussagesatz
ist, fiir das also n = 1 gilt. Sein erster und einziger Satz ist zugleich die
Konklusion des Argumentes, d.h. es gibt keine Priamissen (n—1 = 0), wie dies
beispielsweise bei folgendem Argument der Fall ist:

Also: Sokrates ist identisch mit Sokrates.

Die Konklusion ‘Sokrates ist identisch mit Sokrates’ ist hier schon fiir sich
genommen unzweifelhaft wahr; entsprechend deutet das Fehlen der Pramissen
an, dass die Wahrheit eines Satzes dieser Form gar nicht mehr durch irgend-
welche Pramissen gestiitzt werden muss.

Argumente wirken auf den ersten Blick sehr #hnlich den Implikationsséitzen,
und in der Tat werden wir noch einige interessante Beziehungen zwischen die-
sen beiden Klassen von sprachlichen Ausdriicken kennenlernen. Dennoch sollte
man diese klar auseinanderhalten: Implikationssétze sind wahr oder falsch und
somit Aussagesitze, wihrend es keinen Sinn ergibt, von einem Argument als
‘wahr’ oder ‘falsch’ zu sprechen. Argumente kénnen sich jedoch, wie wir in
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Bilde sehen werden, als logisch giiltig oder ungiiltig herausstellen. Bei Argu-
menten handelt es sich um bestimmte Folgen von Aussagesitzen, in denen
ebenfalls ein Konklusionindikator vorkommt, sie sind aber nicht selbst Aussa-
gesitze. Entsprechend lésst sich ein Implikationssatz verneinen, wahrend man
nicht sinnvoll von der Verneinung eines Argumentes sprechen kann; ein Impli-
kationssatz beschreibt die Welt, wihrend ein Argument dies nicht tut; usw.

Was

Sie nach diesem Kapitel (inkl. Ubungen) beherrschen sollten:

den Begriff des einfachen Aussagesatzes zu definieren;
zu erkennen, welche Aussagesétze einfach bzw. komplex sind;

zu erkennen, welche Aussagesitze aussagenlogisch zerlegbar bzw. aussa-
genlogisch unzerlegbar sind;

die Wahrheitstafeln fiir die aussagenlogischen Junktoren anzugeben;

den logischen Unterschied zwischen einschliefendem und ausschlielen-
dem ‘oder’ anhand der entsprechenden Wahrheitstafeln zu erkléren;

zu argumentieren, weshalb die Wahrheitstafel fiir das materiale ‘wenn-
dann’ die einzige Wahrheitstafel darstellt, die fiir das natursprachliche
‘wenn-dann’ in Frage kommt;

zu verstehen, was logisch mit ‘hinreichender Bedingung’, ‘notwendiger
Bedingung’ und ‘nur wenn’ gemeint ist;

Beispiele fiir komplexe, aber aussagenlogisch unzerlegbare Aussagesitze
anzugeben;

den Begriff des Arguments zu definieren;

die Pramissen bzw. die Konklusion eines vorgegebenen Arguments als
solche zu erkennen.
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2.6 Ubungen

Ubung 2.1 Welche Aussagesitze in Ubung 1.4 sind einfach?

Ubung 2.2

Ist in Ubung 1.4 der Satz 6 die Negation des Satzes 37

Ist in Ubung 1.4 der Satz 3 die Negation des Satzes ‘Herbert ist nicht
gliicklich und Heidi ist nicht gliicklich.’?

Welcher der Sitze 1 bis 6 in Ubung 1.4 ist ein Konjunktionssatz?

Was ist die Disjunktion der Aussagesitze ‘Heute schneit es nicht.” und
‘Die Straflen sind glatt.”?

Was ist die Implikation der Aussagesitze ‘Herbert ist gliicklich.” und
‘Heidi ist gliicklich’?

Geben Sie die Negation dieses Satzes an!

Ist der Satz ‘Wenn Dieter Bohlen o6sterreichischer Bundeskanzler ist,
dann ist der Papst Osterreichischer Bundeskanzler’ wahr oder falsch?

Ubung 2.3

e Welche der Aussagesiitze in Ubung 1.4 sind unzerlegbar, aber nicht ein-

fach?

Ubung 2.4 Welche der folgenden Aussagesiitze sind aussagenlogisch unzer-
legbar? Welche der aussagenlogisch unzerleghbaren Aussagesétze sind einfach?

1.

2.

3.

Heute regnet es in Salzburg.
In Salzburg regnet es fast immer.

Wenn es in Salzburg nicht regnet, dann hagelt’s, stiirmt’s oder schneit’s.

. Dieter Bohlen soll Absichten haben, in absehbarer Zeit Bundeskanzler

zu werden.

. Das englische Wort ‘mind’ kann nicht ins Deutsche iibersetzt werden.

. Wenn ich mir morgen mein linkes Schuhband zuerst zubinde, dann wird

Hermann Maier der nichste Bundesprisident von Osterreich.
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7.

10.

11.

12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.

Mit dem Beitritt zur EU hat es in Osterreich einen gewaltigen wirt-
schaftlichen Aufschwung gegeben.

. Wire Osterreich nicht der EU beigetreten, hitten wir wohl weniger Sor-

gen mit dem Euro.

. Der Osterreicher ist eigentlich ein Freund fremder Kulturen, auch wenn

er nicht zu viele Ausliander in seiner Heimat sehen mochte.

Sir Karl Popper und Theodor W. Adorno sind beide Philosophen, aber
sie konnen einander nicht besonders gut leiden.

Zum Mittagessen gibt es Wiener Schnitzel mit Salat, Schweinsbraten mit
Knodel oder Kasnocken.

Einige bedeutende Osterreicher stammen aus Béshmen oder Méhren.
Nichstes Jahr kommt der Prisident der USA nach Osterreich.
Silber gldnzt, Gold erst recht.

Tirol ist in einen noérdlichen, einen siidlichen und einen 6stlichen Teil
aufgeteilt.

Jeder Junggeselle ist ménnlich und unverheiratet, ohne dabei gleich ein
Priester zu sein.

Alle Studenten lernen Logik, obgleich nicht alle Studenten dies mit Be-
geisterung tun.

Wenn das mit der Politik so weiter geht, dann werden sich Situationen
wiederholen, die wir uns alle nicht wiinschen.

Ubung 2.5 Bringen Sie die folgenden Argumente in Standardform.

1.

Wenn Fips eine Katze ist, dann jagt Fips gerne Méiuse. Fips jagt aber
nicht gerne M#use. Somit ist Fips keine Katze.

. Wenn Fips eine Katze ist, dann trinkt Fips gerne Milch. Fips ist eine

Katze. Folglich trinkt Fips gerne Milch.

. Wenn Fips eine Katze ist, dann trinkt Fips gerne Milch. Fips trinkt gerne

Milch. Folglich ist Fips eine Katze.

. Fips ist eine Katze. Denn: Wenn Fips eine Katze ist, dann trinkt Fips

gerne Milch. Fips trinkt gerne Milch.
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5. Also ist Fips eine Katze oder er ist keine Katze.

6. Sokrates ist Philosoph und Grieche. Platon ist Philosoph und Grieche.
Aristoteles ist Philosoph und Grieche. Daher sind alle Philosophen Grie-
chen.
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Kapitel 3

Aussagenlogische
Repriasentierung

Im letzten Kapitel haben wir damit begonnen, Aussageséitze unter logischen
Gesichtspunkten zu klassifizieren. Insbesondere haben wir die fiinf wichtigsten
aussagenlogischen Junktoren kennengelernt — Negation, Konjunktion, Disjunk-
tion, Implikation und Aquivalenz — und, darauf basierend, aussagenlogisch
zerlegbare und aussagenlogisch unzerleghbare Aussagesétze unterschieden.

In diesem Kapitel werden wir die (aussagen-)logische Form von Aussa-
gesitzen bestimmen und durch logische Formeln transparent machen. Diesen
Vorgang werden wir als ‘logische Reprisentierung von Aussagesitzen durch
Formeln’ bezeichnen. Ahnlich werden wir auch die logischen Formen von Ar-
gumenten angeben kénnen. Dies alles wird auf aussagenlogischem Niveau von-
statten gehen: Aussagenlogisch unzerlegbare Aussagesitze werden wiederum
durch unzerlegbare Formeln, sogenannte Aussagenvariablen, repriasentiert wer-
den. Aussagenlogisch zerlegbare Aussagesidtze werden durch zerlegbare For-
meln — Negationsformeln, Konjunktionsformeln, Disjunktionsformeln, Impli-
kationsformeln oder Aquivalenzformeln — wiedergegeben werden.

Représentierung@

Aussagenlogische
Formeln

Aussagesitze
Abbildung 3.1: Aussagenlogische Représentierung
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3.1 Repriasentierung von Aussagesitzen

3.1.1 Ein “Rezept” zur Reprisentierung

Die aussagenlogische Reprisentierung von Aussagesitzen ist eine Prozedur, die
natursprachliche Aussageséiitze in aussagenlogische Formeln iibersetzt, welche
wir als die aussagenlogischen Formen der Aussagesitze betrachten. In diesen
Formeln kommen neben den bereits bekannten logischen Symbolen =, A, V, —,
+ sowie Klammern auch sogenannte Aussagenvariablen p,q,r,s,t,... vor,
welche wir zur Représentierung aussagenlogisch unzerlegbarer Aussagesétze
verwenden. (Man sollte sich nicht an der traditionellen Bezeichnung ‘Aussa-
genvariablen’ storen: Aussagenvariablen werden nichtsdestotrotz dazu verwen-
det, bestimmte Aussagesditze der natiirlichen Sprache formal wiederzugeben —
ein und dieselbe Aussagenvariable kann bei verschiedenen Reprisentierungen
jedoch fiir ganz unterschiedliche Aussagesitze stehen.)

Demgemifl werden wir den einfachen und daher aussagenlogisch unzerleg-
baren Aussagesatz aus dem vorigen Kapitel

e Johannes ist Vorarlberger.
bzw. in Logiker-Deutsch,
e Vorarlberger(Johannes)
wie folgt repréisentieren:
°p
Die logische Form der Negation des vorigen Satzes, also
e Johannes ist kein Vorarlberger.
den wir ins Logiker-Deutsch als
e —Vorarlberger(Johannes)
iibertragen haben, ist somit
* —p
Die folgenden Beispielsiitze aus dem vorigen Kapitel
e Herbert und Hans sind Oberosterreicher.
e Der Papst kommt néchsten Sommer nach Wien oder nach Salzburg.

e Wenn Mozart Salzburger ist, dann ist er Osterreicher.
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e Herbert kiisst Heidi genau dann, wenn Heidi Herbert kiisst.
die im Logiker-Deutsch wie folgt lauten
o (Oberosterreicher(Herbert) A Oberdsterreicher(Hans))

e Kommt-nach-im(der Papst, Wien, nichster Sommer) V
Kommt-nach-im(der Papst, Salzburg, néichster Sommer)

e Salzburger(Mozart) — Osterreicher(Mozart)
o Kiisst(Herbert, Heidi) <+ Kiisst(Heidi, Herbert)

werden entsprechend durch Formeln so reprasentiert:

Wir haben bei dieser Reprisentierung die aussagenlogisch unzerlegbaren Be-
standteile — in diesen Fillen lauter einfache Satze — mit Aussagenvariablen
iibersetzt. Wie wir sehen, steht im Kontext des ersten Aussagesatzes die Aussa-
genvariable p fiir ‘Oberosterreicher(Herbert)’ bzw. fiir ‘Herbert ist Oberdster-
reicher’. Im Kontext des zweiten Aussagesatzes steht sie jedoch fiir ‘Kommt-
nach-im(der Papst, Wien, nidchster Sommer)’ bzw. ‘Der Papst kommt néichsten
Sommer nach Wien’. Da wir diese beiden Kontexte strikt getrennt haben,
konnten wir es uns erlauben, dieselbe Aussagenvariable fiir verschiedene Aus-
sagesitze zu verwenden. Gleiches gilt fiir die Aussagenvariable q. Innerhalb
eines Kontextes gelten jedoch uneingeschriankt die folgenden Regeln zur Er-
setzung aussagenlogisch unzerlegbarer Aussagesditze durch Aussagenvariablen:

(AV1) Zwei Vorkommnisse desselben aussagenlogisch unzerlegbaren Aussage-
satzes miissen durch dieselbe Aussagenvariable repriasentiert werden.

(AV2) Vorkommnisse von verschiedenen aussagenlogisch unzerlegbaren Aus-
sagesdtzen miissen durch verschiedene Aussagenvariablen repréisentiert
werden.

Zum Beispiel mufl der Aussagesatz

e Wenn der Papst Deutscher und Katholik ist, dann ist der Papst Katholik.
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bzw.
o ((Deutscher(der Papst) A Katholik(der Papst)) — Katholik(der Papst))
durch
e ((phg)—q)
reprasentiert werden, und nicht etwa durch
e ((phg)—r)
oder gar durch
e ((pAp) —p)

Wiirden die ersten zwei Sitze unserer Liste am Ende von S.82 in ein und dem-
selben Kontext vorkommen, etwa dadurch, dass wir sie mittels Konjunktion
verkniipften, so miisste diese Konjunktion wie folgt reprisentiert werden:

e (pAg)A(rVs))

Auch die komplexen aussagenlogisch unzerlegbaren Aussagesitze aus Abschnitt
2.3 wiirden — fiir sich genommen — durch p reprisentiert werden. Ebenso ist
die logische Form des Aussagesatzes

e Es ist moglich, dass der Papst nach Salzburg kommt und der Erzbischof
gerade in Rom ist.

einfach
® D

obwohl dieser Satz einen Konjunktionssatz enthélt, allerdings nur innerhalb
des aussagenlogisch unzerlegbaren ‘es ist moglich’-Kontextes.

Andere werden vielleicht die Wahrheit dieses letzten Satzes in Zweifel ziehen,
also vielmehr seine Negation

e Es ist nicht moglich, dass der Papst nach Salzburg kommt und der Erz-
bischof gerade in Rom ist.

fiir wahr halten, welche sehr wohl aussagenlogisch zerlegbar ist und durch

.—|p
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reprasentiert wird, weil sich das ‘nicht’ auflerhalb der Reichweite des M&glich-
keitsoperators befindet. (Bei ‘Es ist moglich, dass es nicht der Fall ist, dass...’
wére dem nicht so: Die logische Form des Satzes wire wiederum p, weil sich die
Negation innerhalb des Moglichkeitskontextes befinde, und Moglichkeitssétze
selbst ja aussagenlogisch unzerlegbar sind — wie in Sektion 2.3 ausgefiihrt.)

Wir diirfen die Reprisentierung von Aussagesitzen aber keinesfalls als ein
echtes Verfahren oder einen genau spezifizierten Algorithmus betrachten, son-
dern vielmehr als eine Art von Kunstfertigkeit, fiir die nur eine grobe und
vage Heuristik existiert, welche uns als Leitfaden beim Représentieren dienen
kann. Die Angabe eines Algorithmus (den etwa auch ein Computer verstehen
konnte) ist deshalb so schwierig, wenn nicht gar unmdoglich, weil die Vielfalt
und die daraus resultierenden Mehrdeutigkeiten und Vagheiten der natiirlichen
Sprache es uns nicht erlauben, ein Verfahren anzugeben, das immer genau eine
richtige logische Form erzeugt. Logische Formen in unserem Sinne stellen be-
reits das Resultat philosophischer Arbeit dar, und diese Arbeit nimmt einem
die natiirliche Sprache fiir sich genommen nicht ab. Das tut der Sinnhaftigkeit
der Représentierung aber keinen Abbruch, da es ja gerade die Aufgabe der Re-
prisentierung ist, eine eindeutige logische Form fiir Aussageséitze festzulegen,
um Mehrdeutigkeiten und Vagheiten zu vermeiden.

Betrachten wir dazu das folgende Beispiel:

e Herbert und Heidi sind verheiratet.

Dieser Satz ist insofern mehrdeutig als wir ihn einerseits so verstehen kénnen,
dass Herbert mit jemandem (nicht weiter spezifizierten) verheiratet ist und
Heidi mit jemandem (ebenfalls nicht weiter spezifizierten) verheiratet ist, wir
ihn andererseits aber auch so verstehen kénnen, dass Herbert mit Heidi ver-
heiratet ist. Entsprechend hat dieser Satz zwei Versionen in Logiker-Deutsch,
némlich:

e (Verheiratet(Herbert) A Verheiratet(Heidi))
o Verheiratet-mit(Herbert, Heidi)
und auch zwei logische Formen
* (pAg)
e p

Wird der Satz also als Konjunktionssatz verstanden, so muf} der generelle Term
‘verheiratet’ als einstellig betrachtet werden, wird er jedoch als einfacher Satz
betrachtet, so mufl dieser Term als zweistellig betrachtet werden.
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Wihrend im vorangegangenen Beispiel mehrere Repréisentierungen aufgrund
der Mehrdeutigkeit des natursprachlichen Satzes moglich waren, gibt es auch
Fille, in denen zwar die Bedeutung des zu reprisentierenden Satzes eindeu-
tig ist, aber trotzdem mehrere Représentierungen moglich sind, wie etwa im
folgenden Beispiel:

e Fips ist eine graue Maus.

Dabei wollen wir bereits annehmen, dass es vom Kontext und von der Namens-
gebung ‘Fips’ her klar sei, dass wirklich iiber ein bestimmtes Tier gesprochen
werden soll und nicht etwa im iibertragenen Sinne von einem Menschen aus-
gesagt werden soll, er sei eine “graue Maus” (also unscheinbar).

Wenn wir diesen Satz nun so analysieren, dass auf den singuldren Term
‘Fips’ der einstellige generelle Term ‘graue Maus’ angewandt wird, also der
Satz im Logiker-Deutsch so aussieht:

e Graue_Maus(Fips)

dann wird er als einfacher Aussagesatz wie folgt reprisentiert:

e D
Wir kénnen aber den Satz auch so deuten, dass er uns zwei Informationen
iibermittelt, ndmlich dass Fips grau und dariiber hinaus eine Maus ist. Dann
haben wir zwei generelle Terme vorliegen, die beide auf den singuldren Term

‘Fips’ angewandt werden, und demgeméf haben wir im Logiker-Deutsch einen
Konjunktionssatz mit zwei Vorkommnissen von ‘Fips’ vorliegen:

o (Grau(Fips) A Maus(Fips))
Die logische Form des Satzes ist dann also:

* (pAq)

Hier ergeben sich somit zunéchst einmal zwei Repréisentierungsmoglichkeiten,
welche in diesem Fall aber nicht daher rithren, dass die natiirliche Sprache ge-
wisse “Defekte” aufweist, sondern vielmehr daher, dass man in der gewiinschten
“Ubersetzung” von der deutschen Sprache in unserer kiinstliche aussagenlogi-
sche Formelsprache unterschiedlich nahe am Ausgangstext bleiben kann: Die
zwel Informationen ‘grau’ und ‘Maus’, die von dem Ausgangssatz transportiert
werden, konnen in der logischen Form des Satzes explizit aufscheinen — in der
zweiten Variante — oder eben nicht — in der ersten Variante. (Ganz dhnliche
Fragen stellen sich iibrigens auch bei Ubersetzungen von einer natiirlichen
Sprache in eine andere, etwa vom Lateinischen ins Deutsche.)

Sollten wir eine der beiden Reprisentierungsmdoglichkeiten vorziehen? Ja,
denn wir sollten die folgende Reprisentierungsregel beriicksichtigen:
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(K) Wenn die Wahl zwischen zwei moglichen Reprisentierungen R1 und R2
eines Aussagesatzes A besteht, so dass das Ergebnis von R1 “komple-

xer” (“feingliedriger”) ist als das Ergebnis von R2, dann wihle R1 als
Reprisentierung von A.

So ist etwa in unserem Beispiel (p A ¢) komplexer als p, weil erstere For-
mel aus zwei durch A verkniipften Teilsdtzen besteht. Der Grund dafiir, dass
wir diese Regel befolgen sollten, besteht darin, dass es uns komplexere Re-
prasentierungen ermoglichen werden, mehr iiber die logischen Folgerungsbezie-
hungen zu sagen. Wie wir spéiter sehen werden, impliziert ein Konjunktionssatz
jedes seiner Konjunkte; also folgt aus der Aussage, dass Fips eine graue Maus
ist, dass er auch grau ist (und eine Maus ist). Es wird sich aber herausstellen,
dass geméf der Definition des Begriffs der logischen Implikation — welche wir
spiter genau kennen lernen werden — der einfache Satz ‘Graue_Maus(Fips)’
weder den einfachen Satz ‘Grau(Fips)’ noch den einfachen Satz ‘Maus(Fips)’
logisch impliziert, ganz im Gegensatz zum Konjunktionssatz ‘(Grau(Fips) A
Maus(Fips))’. Anders ausgedriickt: In dem einfachen Satz ‘Graue_Maus(Fips)’
gehen die Bestandteile ‘grau’ und ‘Maus’ logisch gesehen verloren, was bei dem
Konjunktionssatz ‘(Grau(Fips) A Maus(Fips))’ nicht der Fall ist.

Wir miissen bei Beispielen dieser Art zugleich jedoch aufpassen: Denn wir
diirfen natursprachlichen Sétze, in denen ein Eigenschaftswort auf ein Haupt-
wort angewandt wird (wie ‘grau’ auf ‘Maus’) nicht immer als Konjunkti-
onsséitze betrachten, wie etwa bei folgendem Beispiel:

e Aristoteles ist ein grofier Philosoph.

Dieser Satz sagt nicht aus, dass Aristoteles grof ist (in welchem Sinne auch
immer) und dass Aristoteles ein Philosoph ist, sondern dass Aristoteles als
Philosoph grof} ist. Die einzig richtige Représentierung ist also in diesem Fall

e p
Wir kénnen uns nun einem allgemeinen “Rezept” zur Représentierung von
Aussagesiitzen in der aussagenlogischen Sprache zuwenden.

Gegeben sei ein Aussagesatz A:

1. Suche typische Phrasen, die komplexe aussagenlogisch unzerlegbare Aus-
sagesdtze kennzeichnen, und bestimme die dazugehorigen Vorkommnisse
aussagenlogisch unzerlegbarer Teilsétze von A.

2. FErsetze die Vorkommnisse dieser komplexen aussagenlogisch unzerlegba-
rer Teilsdtze von A durch Vorkommnisse von Aussagenvariablen
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p,q,1, S, t, ... (gemifl den Regeln (AV1) und (AV2) auf Seite 83 zur Er-
setzung aussagenlogisch unzerlegbarer Aussagesitze durch Aussagenva-
riablen). Wenn ein komplexer aussagenlogisch unzerlegbarer Satz als Teil
eines groferen komplexen aussagenlogisch unzerlegbaren Satzes auftritt,
dann fithre die Ersetzung nur fiir Letzteren durch.

Sei A" das Resultat dieser Ersetzung.

. Suche séamtliche Vorkommnisse singulirer Terme in A’.
. Suche samtliche Vorkommnisse genereller Terme in A’.

. Bestimme, welche Vorkommnisse der generellen Terme in A’ sich auf

welche Vorkommnisse der singulédren Terme in A’ beziehen. (Dabei wird
auch die Stellenanzahl der generellen Terme bestimmt.)

Durch die Schritte 3-5 wird festgehalten, welche in A vorkommenden
Teilséitze, die nicht Teile von komplexen aussagenlogisch unzerlegbaren
Aussagesiitzen sind, einfach sind.

. Suche typische Phrasen in A’, die komplexe aussagenlogisch zerlegba-

re Aussagesdtze kennzeichnen. (Dabei werden auch die Vorkommnisse
von Ausdriicken von A’, die durch diese Phrasen verkniipft werden, be-
stimmt.)

Man beachte, dass die Punkte 3-6 oft nicht unabhéngig voneinander und
gegebenenfalls mehrfach durchlaufen werden miissen.

. Ersetze die Vorkommnisse einfacher Teilsdtze von A’ durch Vorkomm-

nisse von Aussagenvariablen p, q,r, s,t, ... (geméf der Regeln (AV1) und
(AV2) auf Seite 83 zur Ersetzung aussagenlogisch unzerlegbarer Aussa-
gesitze durch Aussagenvariablen, wobei beriicksichtigt werden muf3, dass
die bereits in 2 eingefiithrten Aussagenvariablen geméfl (AV2) nicht mehr
verwendet werden diirfen).

Sei A” das Resultat dieser Ersetzung.

. Ersetze die Phrasen in A”, die in 6 gefunden wurden, durch die ent-

sprechenden Junktoren, und setze Klammern um die durch A,V, —, <
verbundenen Zeichenfolgen.

Das Ergebnis der Schritte 1-8 ist die logische Form von A.

Manchmal ist es etwas schwierig, die “typischen Phrasen”, auf die wir uns in
den Punkten 7 und 8 bezogen haben, mit den aussagenlogischen Junktoren in
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Verbindung zu setzen, da die natiirliche Sprache eine Vielfalt an Ausdriicken
bereitstellt, die zwar unterschiedliche Konnotation haben mégen, aber dennoch
dieselbe “logische Bedeutung” aufweisen.

Wir kénnen uns dies am Beispiel eines Konjunktionssatzes verdeutlichen.
Der Satz

e Herbert und Hans sind Oberdosterreicher.
ist zum Beispiel aussagenlogisch ununterscheidbar von den Sétzen:
e Herbert ist Oberotsterreicher, und Hans ist Oberosterreicher.
e Sowohl Herbert als auch Hans ist Oberdtsterreicher.
e Herbert ist Oberosterreicher, Hans ist Oberosterreicher.
e Herbert ist Oberotsterreicher, aber auch Hans ist Oberdsterreicher.
e Nicht nur Herbert, sondern auch Hans ist Oberotsterreicher.

Um das Représentieren aller komplexen aussagenlogisch zerlegbaren Aussa-
gesiitze etwas zu erleichtern, geben wir im folgenden eine Ubersicht einiger
Aussagesiitze mit typischen natursprachlicher Phrasen fiir Junktoren, wobei
wir keinerlei Anspruch auf Vollstédndigkeit erheben:
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Negation:

Heidi ist nicht miide.

Herbert ist kein Tiroler.

Hans ist keineswegs verirgert.

Es ist nicht der Fall, dass Philosophen weise sind.

Es ist nicht so, dass alle Weisen Philosophen sind.

Es stimmt nicht, dass Logik langweilig ist.

Auf keinen Fall wird Logik aus dem Lehrplan gestrichen werden.
Es ist unmdoglich, Philosophie ohne Logik zu betreiben.

Konjunktion:

Herbert und Heidi studieren Philosophie.

Herbert liebt die Metaphysik, aber nicht die Ethik.

Heidi mag die Ethik, jedoch die Wissenschaftstheorie liegt ihr nicht.

Herbert ist Empirist, aber Heidi auch.

Heidi bevorzugt die klassische Aussagenlogik, Herbert auch.

Wihrend Heidi Quine als den bedeutendsten Philosophen des 20. Jahrhunderts
betrachtet, bewundert Herbert die Philosophie Carnaps.

Obwohl Quine Carnap sehr schitzte, waren sie oftmals unterschiedlicher
Meinung.

Nicht nur Herbert und Heidi sind Empiristen, sondern auch Quine und Carnap.

Quine lehnte zwar die Existenz intensionaler Entitdten ab, doch immerhin
akzeptierte er die Existenz von Mengen.

Quine glaubte nicht an mogliche Welten, doch Carnap schon.

Sowohl Philosophen als auch Mathematiker betreiben Logik, ja sogar
Computerwissenschafter betrachten sie als eine grundlegende Disziplin.

Disjunktion:

Herbert holt den ersten Band der Principia Mathematica aus der
Universitéatsbibliothek ab, oder Heidi holt dieses Buch ab.

Die Universitétsbibliothek hat im Juli oder August geschlossen, oder aber
in beiden Monaten

Implikation:

Wenn Heidi die Metaphysikpriifung schafft, dann ladt Herbert sie zum Essen ein.

Herbert schlief3t den ersten Studienabschnitt mit diesem Semester ab, sofern er die
Ethikpriifung positiv absolviert.

Falls Herbert die Ethikpriifung besteht, dann hat Heidi mit ihm gelernt.

Nur wenn Heidi mit Herbert gelernt hat, besteht er die Ethikpriifung.

Herbert besteht die Ethikpriifung nur dann, wenn Heidi mit ihm gelernt hat.

Aus der Tatsache, dass Herbert die Ethikpriifung bestanden hat, folgt, dass Heidi
mit ihm gelernt hat.

Dass Herbert die Ethikpriifung bestanden hat, impliziert, dass Heidi mit ihm gelernt
hat.

Heidi besteht die Logikpriifung, vorausgesetzt, dass sie das Buch
Logik fiir Philosophen gut studiert hat.

Wenn Herbert ein Philosophiestudent ist, so ist er ein vernunftbegabtes Lebewesen.

Dass Herbert ein Philosophiestudent ist, ist eine hinreichende Bedingung dafiir,
dass er ein vernunftbegabtes Lebewesen ist.

Dass Herbert ein vernunftbegabtes Lebewesen ist, ist eine notwendige Bedingung
dafiir, dass er ein Philosophiestudent ist.

Aquivalenz:

Herbert besucht den Vortrag von Prof. Hintikka genau dann, wenn Heidi den
Vortrag besucht.

Herbert besucht den Vortrag von Prof. Hintikka dann und nur dann, wenn Heidi
den Vortrag besucht.

Dass Herbert den Vortrag von Prof. Hintikka besucht, ist eine hinreichende und

notwendige Bedingung dafiir, dass Heidi den Vortrag besucht.
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3.1.2 Einige Beispiele zur Repréisentierung

Wir wollen nun zeigen, wie wir unser Rezept dazu verwenden kénnen, um drei
Beispielsitze zu repréisentieren:

Beispiel 1: Betrachten wir den folgenden Satz aus Ubung 1.4 nochmals:

(S1) Herbert und Heidi sind beide nicht gliicklich.

Wir gehen nun geméf3 unseres Repréisentierungsrezeptes wie folgt vor:

1. Wir suchen zuerst typische Phrasen, die komplexe aussagenlogisch un-
zerlegbare Aussagesitze kennzeichnen. Solche finden wir jedoch nicht.

2. Wir ersetzen nun alle Vorkommnisse komplexer aussagenlogisch unzer-
legbarer Teilsdtze von (S1) durch Vorkommnisse von Aussagenvariablen.
Da aber keine solchen Teilsétze in (S1) vorkommen, kénnen wir auch
nichts ersetzen. (S1)’ ist also identisch mit (S1).

3. Wir suchen sémtliche Vorkommnisse singulérer Terme in (S1):

(a)

(b)

Erster Versuch: ‘Herbert und Heidi’ ist der einzige singulére Term in
(S1). Aber was soll dieser Name denn benennen? Wenn er iiberhaupt
etwas benennt, dann kénnte das nur ein Klumpen Raum-Zeit be-
stehend aus zwei Menschen sein, doch das kann wohl kaum gemeint
sein. Das ‘und’ ist eher so zu verstehen, dass es zwischen zwei Aus-
sagesdtzen stehen mufl, wir miissen nur noch herausfinden zwischen
welchen.

Zweiter Versuch: ‘Herbert’ und ‘Heidi’ sind die zwei singulédren Ter-
me in (S1). Das klingt schon verniinftiger, denn hier handelt es sich
um Namen fiir Gegensténde, ndmlich fiir einzelne Menschen.

4. Wir suchen sédmtliche Vorkommnisse genereller Terme in (S1):

(a)

Erster Versuch: ‘sind beide nicht gliicklich’ ist der einzige generelle
Term in (S1). Aber die Ausdriicke ‘beide’ und ‘nicht’ deuten darauf
hin, dass die Regel (K) (von Seite 86) verletzt sein kénnte: Viel-
leicht sind wir in der Lage, die Reprisentierung dadurch zu verbes-
sern, dass ‘beide’ und ‘nicht’ als logische Verkniipfungen iibersetzt
werden? Die Kopula ‘sind’ hilft uns zwar beim Auffinden genereller
Terme, wir konnen sie aber als Teil des generellen Terms betrachten
und sollten sie somit nicht als eigenstdndigen Term représentieren.
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(b) Zweiter Versuch: ‘gliicklich’ ist der einzige generelle Term in (S1).
Hier handelt es sich um einen Term, der eine Eigenschaft ausdriickt,
also um einen generellen Term in dem Sinne, wie wir dies eingefiihrt

haben.

5. Wir bestimmen nun, auf welche Vorkommnisse singuldrer Terme sich

‘gliicklich’ bezieht. Auf ‘nicht’ kann sich ‘gliicklich’ beispielsweise selbst-
verstidndlich nicht beziehen, denn ‘Nicht ist gliicklich’ ist wohl offenkun-
diger Unsinn. Offensichtlich bezieht sich ‘gliicklich’ einmal auf ‘Herbert’
und ein weiteres Mal auf ‘Heidi’, obgleich dieser zweifache Bezug in (S1)
nur implizit enthalten ist, da ja ‘gliicklich’ nur ein einziges Mal vor-
kommt. Wiirde man (S1) ins Logiker-Deutsch iibertragen, dann kédme
‘gliicklich’ freilich zweimal vor. ‘gliicklich’ selbst ist aber einstellig, da
dieser Term ja jeweils auf nur einen singuldren Term angewandt wird.

Wir haben also durch die Schritte 3-5 festgestellt, dass in (S1) folgende
zwei einfache Teilséitze enthalten sind:

e Herbert ist gliicklich.
e Heidi ist gliicklich.

In Logiker-Deutsch formuliert sehen diese Sétze so aus:

o Gliicklich(Herbert)
e Gliicklich(Heidi)

. Wir suchen typische Phrasen, die komplexe aussagenlogisch zerlegbare

Aussagesiitze kennzeichnen. In unserem Fall sind dies die Phrasen ‘und’,
‘beide’ und ‘nicht’. Es ist klar, dass sich diese Phrasen auf irgendeine
Art und Weise auf die einfachen Teilsdtze von (S1) beziechen. Die Aus-
driicke ‘und’ und ‘beide’ driicken zusammen wohl eine Konjunktion aus.
Die Frage ist, welche Aussagesitze durch sie verkniipft werden. Bislang
haben wir nur die einfachen Teilsdtze ‘Herbert ist gliicklich’ und ‘Hei-
di ist gliicklich’ gegeben. Doch (S1) sagt offensichtlich nicht aus, dass
diese Personen gliicklich sind. Es kénnen also nicht diese einfachen Aus-
sagesiitze sein, die durch eine Konjunktion verkniipft werden. (S1) be-
sagt vielmehr, dass Herbert und Heidi beide nicht gliicklich sind, d.h.,
dass Herbert nicht gliicklich ist und Heidi nicht gliicklich ist. Somit be-
zieht sich ‘nicht’ eigentlich wiederum auf zwei Teilsétze, ndmlich einmal
auf den Satz ‘Herbert ist gliicklich’ und einmal auf den Satz ‘Heidi ist
gliicklich’, was im Logiker-Deutsch deutlich zutage tritt:
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e Nicht Gliicklich(Herbert)
e Nicht Gliicklich(Heidi)

Die Phrase ‘und ... beide’ verkniipft also vielmehr diese beiden Negati-
onssétze, so dass wir im Logiker-Deutsch den folgenden Konjunktions-
satz erhalten:

e Nicht Gliicklich(Herbert) und Nicht Gliicklich(Heidi)

Wir ersetzen nun alle Vorkommnisse einfacher Teilséitze von (S1) durch
Vorkommnisse von Aussagenvariablen. Somit ersetzen wir ‘Herbert ist
gliicklich” durch p und ‘Heidi ist gliicklich’ durch ¢:

e Nicht p und Nicht ¢

(S1)” ist das Resultat dieser Ersetzung.

Gemaf Regel (AV2) (von Seite 83) haben wir fiir die beiden verschiede-
nen Teilséitze verschiedene Aussagenvariablen verwendet.

Wir ersetzen schliefllich die Phrasen, die wir in 6 gefunden haben, durch
die entsprechenden Junktoren. Die Phrase ‘und ...beide’ wird dem-
gemifl durch A ersetzt, und die Phrase ‘nicht’ wird durch — ersetzt.
Wenn wir nun noch korrekterweise die Klammern um die durch A ver-
bundenen Zeichenfolgen setzen, dann erhalten wir die logische Form von

(S1):

e (7pA—q)

Beispiel 2: Wir betrachten noch einen weiteren Beispielsatz aus Ubung 1.4:

(52)

1.

Herbert und Heidi sind befreundet

Wiederum finden wir keine typischen Phrasen, die komplexe aussagen-
logisch unzerlegbare Aussagesétze kennzeichnen.

. Somit kénnen wir auch hier nichts ersetzen: (S2)’ ist also wieder identisch

mit (S2).

Die singuléren Terme in (S2)’ sind: ‘Herbert’ und ‘Heidi’.

. Der einzige generelle Term in (S2)’ ist ‘befreundet’.
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. ‘befreundet’ bezieht sich auf die beiden singuldren Terme ‘Herbert’ und

‘Heidi’, und zwar so, dass dadurch eine Beziehung zwischen Herbert und
Heidi ausgedriickt wird. Denn ‘befreundet’ ist doch offensichtlich ein
zweistelliger genereller Term. Wenn beispielsweise jemand sagen wiirde:
‘Aristoteles ist befreundet’, dann wiirde derjenige, der diese bedeutungs-
lose Zeichenfolge duflert, neben verstindnislosen Blicken als Antwort bes-
tenfalls ‘Mit wem?’ ernten.

Nach den Schritten 4-5 ergibt sich also, dass — ins Logiker-Deutsch iiber-
tragen — in (S2)’ folgender einfacher Aussagesatz enthalten ist:

e Befreundet(Herbert, Heidi)

. Der einzige Kandidat fiir eine typische Phrase, die komplexe aussagen-

logisch zerlegbare Aussagesitze kennzeichnet, ist: ‘und’. Auf den ers-
ten Blick scheint es sich hier also um einen Konjunktionssatz zu han-
deln. Aber welche Aussageséitze sollte das ‘und’ hier noch verkniipfen
konnen? ‘? und Befreundet(Herbert, Heidi)’ bzw. ‘Befreundet(Herbert,
Heidi) und 7’ lassen sich nicht vervollsténdigen, weil in unserem Beispiel-
satz nichts iibriggeblieben ist, was man fiir das Fragezeichen einsetzen
konnte. Also kann das ‘und’ in unserem Beispielsatz gar nicht zwei Aus-
sagesitze zu einem Konjunktionssatz verkniipfen. Das ‘und’ ist vielmehr
bereits in ‘Befreundet(Herbert, Heidi)’ enthalten. Wenn man will, kann
man sich vorstellen, dass es dem Beistrich (Komma) “entspricht”. Um
noch stirker zu verdeutlichen, dass das ‘und’ hier nichts zur logischen
Form beitrigt, kann man sich auch vor Augen halten, dass es einen Satz
gibt, der dieselbe Bedeutung wie (S2)" hat, in dem aber das ‘und’ gar
nicht vorkommt:

e Herbert ist mit Heidi befreundet.

Hier entspricht der Ausdruck ‘ist-befreundet-mit’ unserem .. .-und-.. .-
sind-befreundet’.

Es gibt also keinerlei typische Phrasen in (S2)’, die komplexe aussagen-
logisch zerlegbare Aussagesétze kennzeichnen.

. Nach der Ersetzung von ‘Befreundet(Herbert, Heidi)” durch eine Aussa-

genvariable erhalten wir als (S2)”:

e p

. Die in 6 gefundene Form ist schon die logische Form von (S2), da es keine

Phrasen in (S2)” gibt, die durch einen Junktor ersetzt werden konnen.

Hannes Leitgeb: Logik I
Stand: 29.10.2020



3.1. REPRASENTIERUNG VON AUSSACGESATZEN 95

Beispiel 3: Der folgende Beispielsatz stammt aus Ubung 2.4

(S3) Der Osterreicher ist eigentlich ein Freund fremder Kulturen, auch wenn
er nicht zu viele Auslédnder in seiner Heimat sehen mochte.

1. Auf den ersten Blick sieht es so aus, als ob in (S3) keine einzige Phrase
vorkéme, die einen komplexen aussagenlogisch unzerlegbaren Aussage-
satz kennzeichnete. Doch betrachten wir den Ausdruck ‘der Osterreicher’
etwas genauer. Dieser sieht zunichst wie ein singuldrer Term aus. Wenn
es sich dabei aber wirklich um einen singuldren Term handelte, miifite
es einen bestimmten Gegenstand geben, den ‘der Osterreicher’ benennen
wiirde. Nun existiert der “allgemeine” Osterreicher aber nicht, denn es
gibt nur konkrete Menschen, die Osterreicher sind, die also die Eigen-
schaft haben, Osterreicher zu sein. ‘der Osterreicher’ kann demgemif
kein singulirer Term sein, da damit nicht auf einen bestimmten Oster-
reicher Bezug genommen wird, sondern auf Osterreicher im allgemeinen.
Wir haben es hier also mit etwas Ahnlichem wie einem Allsatz zu tun
(oder einem ‘fir die meisten’ Satz oder einem ‘fiir die typischen’ Satz
oder dergleichen), in dem der generelle Term ‘Osterreicher’ vorkommt.
Ausdrucksweisen wie diese sollte man in der Wissenschaftssprache ver-
meiden, da sie nicht hinreichend klar sind und leicht missbriuchlich ver-
wendet werden koénnen (z.B. als Ausdruck von Vorurteilen). Im Rahmen
der Logik 1 kénnte man ‘der Osterreicher’ noch am ehesten groBziigig als
‘alle Osterreicher’ verstehen: ‘Der Osterreicher ist eigentlich ein Freund
fremder Kulturen’ sagt dann dasselbe aus wie ‘Alle Osterreicher sind
eigentlich Freunde fremder Kulturen’.

Im zweiten Teil des Satzes sieht ‘er’ zunéchst wiederum wie ein guter
Kandidat fiir einen singuléren Term aus, doch was soll ‘er’ hier bezeich-
nen? “Den” Osterreicher? Wie wir bereits gesehen haben, gibt es einen
solchen Gegenstand gar nicht, und somit muf} es sich auch hier wiederum
um eine versteckte, etwas Generelles andeutende Phrase handeln, mit der
man — sagen wir — auf alle Osterreicher Bezug nimmt, und zwar dann ver-
mutlich um dieselbe Allphrase wie im ersten Teil von (S3). (S3) besteht
dann nicht etwa aus zwei generellen Sétzen, sondern ist als ganzes genom-
men ein genereller Satz: Von “den” Osterreichern wird ausgesagt, dass sie
eigentlich Freunde fremder Kulturen sind, aber auflerdem nicht zu viele
Auslénder in ihrer Heimat sehen mochten. Dieses ‘aber auflerdem’ ist
logisch gesehen eine Konjunktion — das eine ist der Fall und das andere
ist der Fall — welche sich freilich im Kontext der Quantifikation iiber die
Gesamtheit der Osterreich befindet und somit als zu reprisentierender
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Teil von ‘der Osterreicher’ bzw. ‘alle Osterreicher’ gleichsam iiberdeckt
oder neutralisiert wird. Denn ‘der Osterreicher’ bzw. ‘alle Osterreicher’
leitet einen generellen Satz ein, den wir aussagenlogisch weder weiter
analysieren kénnen, noch sollen.

Die einzige einigermaflen plausible alternative Auffassung bestiinde dar-
in, den Satz so zu verstehen: Fiir “den” Osterreicher gilt, dass er ei-
gentlich ein Freund fremder Kulturen ist, und auferdem gilt fiir “den”
Osterreicher, dass er nicht zu viele Auslinder in seiner Heimat sehen
mochte. So verstanden wire der Beispielssatz eine Konjunktion zwei-
ter genereller Sétze anstatt eines generellen Satzes, in dessen Mitte sich
ein Konjunktionszeichen befindet. Das Pronomen ‘er’ jedoch weist in
dem Beispielssatz auf das anfingliche Vorkommnis von ‘der Osterreicher’
zuriick, was nahelegt, ein und dasselbe Vorkommnis von ‘der Osterreicher’
auf den ganzen Satz (inklusive der Konjunktion) zu beziehen. Wir blei-
ben daher bei der ersteren Auffassung, dergemifl der Satz insgesamt als
genereller Satz zu verstehen ist.

. Wir ersetzen (S3) folglich durch eine Aussagenvariable und erhalten als

(S3)":

*p

. Es gibt keine Vorkommnisse singulidrer Terme in (S3)’.
. Es gibt keine Vorkommnisse genereller Terme in (S3)’.

. Daher bezieht sich auch kein genereller Term in (S3)” auf einen singuléren

Term in (S3)".

. Es gibt keine einfachen Teilsdtze in (S3)’, die wir durch Aussagenvaria-

blen ersetzen konnen. (S3)” ist also identisch mit (S3)’.

. Weiters existieren keine typischen Phrasen in (S3)”, die komplexe aus-

sagenlogisch zerlegbare Aussagesitze kennzeichnen.

. Dementsprechend kénnen wir auch keine Junktoren in (S3)” einfiihren,

und daher ist die logische Form von (S3):

*p
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3.2 Repriasentierung von Argumenten

Die Reprisentierung von Argumenten ist mit wenigen Worten erklért: Fin
Argument wird reprisentiert, indem jeder einzelne der darin vorkommenden
Aussagesitze geméifl des obigen Rezeptes repréisentiert wird. Das Resultat der
Représentierung eines natursprachlichen Argumentes nennen wir dann ‘die
logische Form des Argumentes’ bzw. seine ‘Argumentform’. Der einzig da-
bei noch bemerkenswerte Punkt ist derjenige, dass ein Argument als Ganzes
als Kontext gesehen werden sollte: Verwendet man beispielsweise p zugleich
bei der Représentierung von zwei verschiedenen Pramissen eines Argumentes,
dann sollte p bei beiden Pramissen auch fiir denselben Aussagesatz stehen.

Sehen wir uns nochmals die Beispiele (Arg. 1) bis (Arg. 3) aus Abschnitt
2.5 an. (Arg. 1) ldsst sich wie folgt représentieren:

p,q..7

Denn p ist die logische Form des (aussagenlogisch unzerlegbaren) Allsatzes
‘Alle Menschen sind sterblich’, ¢ ist die logische Form des einfachen (und so-
mit ebenfalls aussagenlogisch unzerlegbaren) Aussagesatzes ‘Sokrates ist ein
Mensch’ und r ist die logische Form des einfachen (und daher wiederum aus-
sagenlogisch unzerlegbaren) Aussagesatzes ‘Sokrates ist sterblich’. Wie wir
sehen, werden die Pramissenformeln durch Beistriche (Kommas) getrennt und
die Konklusion durch .. angezeigt.

Die logische Form von (Arg. 2) ist identisch mit der logischen Form von (Arg.
1). Der Grund dafiir ist, dass die aussagenlogische Représentierung nicht hin-
reichend “fein” ist, um die logisch relevanten Unterschiede in der Form der
Argumente wiedergeben zu konnen. Wie wir noch sehen werden, sind beide
Argumente aussagenlogisch ungiiltig, da ihre gemeinsame logische Form aus-
sagenlogisch ungiiltig ist. Die prddikatenlogischen Formen der beiden Argu-
mente unterscheiden sich jedoch, wobei sich spéter — erwartungsgemafl — die
Form des ersten Argumentes als pradikatenlogisch giiltig und die des zweiten
Argumentes als pradikatenlogisch ungiiltig herausstellen wird.

Die logische Form von (Arg. 3) ist:

(pVa),p..q

p steht dabei immer fiir denselben einfachen Aussagesatz (‘Der Papst kommt
nichsten Sommer nach Wien’), genauso ¢ (fiir ‘Der Papst kommt n#chsten
Sommer nach Salzburg’). Die aus der Reprisentierung resultierende Argu-
mentform — und somit auch das repriasentierte Argument — wird sich bereits
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in der Aussagenlogik als logisch giiltig herausstellen.

Was Sie nach diesem Kapitel (inkl. Ubungen) beherrschen sollten:

e Aussagesitze und Argumente aussagenlogisch zu repréasentieren.
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3.3 Ubungen

Ubung 3.1 Reprisentieren Sie die folgenden Aussagesiitze:

e Wenn Dieter Bohlen 2013 Bundeskanzler wird, dann werden die Konser-
vativen, aber nicht die Griinen in die Regierung gehen.

e Wenn der Téter mit dem gestohlenen Auto fliichtete, so kann er, sofern
die Zollbeamten nicht wachsam waren, schon iiber die Grenze sein, doch
wenn er nicht mit dem gestohlenen Auto fliichtete, sondern zu Fuf} ging,
so kann er nicht weit gekommen sein.

Ubung 3.2 Reprisentieren die Aussagesiitze aus den Ubungen 1.4 und 2.4.
Ubung 3.3 Reprisentieren Sie die Argumente aus Ubung 2.5.

Ubung 3.4 Repriisentieren Sie die folgenden Argumente:

e Der Papst ist Deutscher. Daher tritt Osterreich 2011 genau dann aus der
EU aus, wenn Osterreich dies tut.

e Bad Goisern ist die Hauptstadt von Oberdsterreich und Bad Goisern ist
nicht die Hauptstadt von Obertsterreich. Daher existiert Gott.
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Kapitel 4

Die aussagenlogische Sprache

Wir haben in Kapitel 3 bereits Symbole eingefithrt, um aussagenlogisch un-
zerleghare Aussagesitze zu reprisentieren, ndmlich

b, q,...

AuBlerdem haben wir Junktoren — also weitere Symbole — dazu verwendet,
um in der formalen Sprache Negationsphrasen, Konjunktionsphrasen, etc. zu
reprasentieren. Eigentlich wissen wir aber noch gar nicht, zu welcher Sprache
diese Symbole genau gehoren. Offensichtlich handelt es sich dabei um eine
“kiinstlich” kreierte formale Sprache: Der Zweck dieses Kapitels ist es nun,
diese formale Sprache exakt aufzubauen — die Sprache der Aussagenlogik.

4.1 Das Alphabet der aussagenlogischen Sprache

Wenn man eine Sprache definieren will, muss man zunéchst einmal angeben,
aus welchen Bestandteilen die Ausdriicke der Sprache denn zusammengesetzt
sein sollen. Wir miissen uns also zunéchst dem Alphabet oder Vokabular der
aussagenlogischen Sprache zuwenden. Bei formalen Sprachen ist es im Allge-
meinen so, dass die Zeichen des Alphabets in drei Kategorien eingeteilt werden
konnen, und zwar in die folgenden:

1. Deskriptive Zeichen.
2. Logische Zeichen.
3. Hilfszeichen.

Wie wir spéter sehen werden, ist es die Funktion der deskriptiven Zeichen,
auf die Welt Bezug zu nehmen oder jedenfalls in Abh#ngigkeit davon, wie
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die Welt beschaffen ist, etwas Bestimmtes zu bezeichnen oder auszudriicken
oder bewertet zu werden. Dies ist freilich hochst vage, und es ist eine unserer
Aufgaben in diesem Buch, Phrasen dieser Art einen exakten Sinn zu geben.
Dazu wird es sich als notig erweisen, diese Zeichen mit einem semantischen
“Wert” zu versehen, sie also zu interpretieren, wobei — wie wir noch sehen
werden — diese Interpretation bis zu einem gewissen Grad frei gewéhlt werden
kann; die “Bedeutung” der deskriptiven Zeichen ist also nicht fix.

Ganz anders verhilt es sich bei den logischen Zeichen. Sie haben sehr wohl
eine fixe Bedeutung, die dadurch gegeben ist, dass logische Regeln — seien sie
syntaktischer oder semantischer Natur — ihre Bedeutung eindeutig festlegen.
Die Verwendung der logischen Zeichen ermdoglicht es uns, die logische Form
sprachlicher Ausdriicke auf eindeutige Weise herauszuarbeiten.

Die Hilfszeichen schliefllich dienen alleine dazu, Mehrdeutigkeiten zu ver-
meiden und die Lesbarkeit der Formeln zu férdern.

Geméf dieser Einteilung sieht nun das Alphabet unserer aussagenlogischen
Sprache wie folgt aus:

L. Aussagenvariablen: P1, P2, P3, P4, P5, P6, P75 P8;y- - -

2. Junktoren: =, A, V, =, <
3. Hilfszeichen: (, )

Unsere deskriptiven Zeichen sind also alleine die Aussagenvariablen, was sich
spater darin zeigen wird, dass wir dieselben als wahr oder falsch bewerten
werden. Es gibt tibrigens genauso viele Aussagenvariablen wie natiirliche Zah-
len in unserem Alphabet, also abzéhlbar unendlich viele. Junktoren hingegen
gibt es nur fiinf, und wir haben dieselben ja bereits in fritheren Kapiteln ken-
nengelernt. Als die einzigen Hilfszeichen werden wir in der aussagenlogischen
Sprache die linke runde Klammer und die rechte runde Klammer verwenden.

Statt ‘p1’, ‘p2’, ‘p3’, ‘pa’, ‘p5’ werden wir auflerdem meist ‘p’, ‘q’, ‘r’, ‘s’,
schreiben, um nicht stdndig zu Subindizes greifen zu miissen.

Mit diesem Alphabet kénnen wir nun beliebige Zeichenfolgen (Zeichenrei-
hen, Zeichenketten) bilden, und zwar einfach dadurch, dass wir die Elemente
des Alphabets “hintereinanderschreiben”. Einige Beispiele dafiir sind:

e (pNq)
o (((

e T

o VA)p(
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® S

e (pAp) —p)

Nun ist es in der natiirlichen Sprache freilich so, dass wir durch ein beliebiges
Aneinanderreihen von Buchstaben nicht notwendigerweise auch grammatika-
lisch wohlgeformte Ausdriicke erzeugen. Genauso verhilt es sich bei den for-
malen Sprachen. Demgemif ist auch nicht jede Zeichenfolge aus der obigen
Liste grammatikalisch wohlgeformt, und zwar im Sinne der im Folgenden zu
spezifizierenden Grammatik der aussagenlogischen Sprache.

4.2 Die Grammatik der aussagenlogischen Sprache

In den natiirlichen Sprachen unterscheidet man viele verschiedenartige gram-
matikalische Kategorien, wohingegen die Grammatik der aussagenlogischen
Sprache hochst einfach ist. Wir werden in wenigen einfachen Schritten angeben
konnen, bei welchen Zeichenfolgen es sich um eine (wohlgeformte) aussagenlo-
gische Formel handelt. Damit wissen wir dann auch, welche Zeichenfolgen, die
aus Elementen unseres Alphabets gebildet werden kénnen, grammatikalisch
wohlgeformt sind — eben alle und nur die Formeln. Um auf beliebige Formeln
Bezug nehmen zu kénnen, werden wir sogenannte Metavariablen ‘A’, ‘B’, ‘/C’,
‘D’,...verwenden. Diese Zeichen beniitzen wir also insbesondere, wenn wir et-
was iiber alle Formeln der aussagenlogischen Sprache aussagen wollen, oder
wenn wir ausdriicken wollen, dass eine Formel der aussagenlogischen Sprache
existiert, die diese oder jene Eigenschaft hat: Wir werden dann z.B. sagen,
dass fiir alle Formeln A der aussagenlogischen Sprache gilt, dass ... der Fall
ist, oder dass es eine Formel B der aussagenlogischen Sprache gibt, fiir die
... der Fall ist. Das ‘Meta’ in ‘Metavariable’ riithrt daher, dass diese Meta-
variablen (also z.B. das Zeichen ‘A’) nicht selbst Teil der Sprache sind, dber
die wir sprechen wollen — der sogenannten Objektsprache, in unserem Fall:
die aussagenlogische Sprache. Stattdessen gehéren Metavariablen derjenigen
Sprache an, in der wir iiber die Objektsprache sprechen — der sogenannten
Metasprache (in unserem Falle: Deutsch ergédnzt durch diverse formale Aus-
driicke). Die Metasprache befindet sich auf einer anderen Sprachebene als das
Objekt ihres Interesses, d.h. als die Objektsprache. (Manchmal werden wir
‘A’, ‘B’, usw. auch als Metametavariablen fiir deutschsprachige Aussageséitze
verwenden.)

Die Menge der Formeln der aussagenlogischen Sprache kénnen wir nun wie
folgt festlegen:

Definition 4 Die Menge der aussagenlogischen Formeln ist definiert durch:
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1. Jede Aussagenvariable ist eine Formel.
2. Wenn A eine Formel ist, dann ist auch —A eine Formel.

3. Wenn sowohl A als auch B Formeln sind, dann ist auch (A A B) eine
Formel.

4. Wenn sowohl A als auch B Formeln sind, dann ist auch (A V B) eine
Formel.

5. Wenn sowohl A als auch B Formeln sind, dann ist auch (A — B) eine
Formel.

6. Wenn sowohl A als auch B Formeln sind, dann ist auch (A <> B) eine
Formel.

7. Nur solche Zeichenfolgen sind Formeln, die sich mit Hilfe der Regeln 1-6
bilden lassen.

Wir nennen die geméfl Regel 1 gebildeten Formeln auch ‘atomare Formeln’,
die geméafl Regel 2 gebildeten Formeln ‘ Negationsformeln’, die geméfl Regel 3
gebildeten Formeln ‘ Konjunktionsformeln’, die geméafl Regel 4 gebildeten For-
meln ‘Diskunktionsformeln’, die geméfl Regel 5 gebildeten Formeln ‘Implika-
tionsformeln’ und die gemiB Regel 6 gebildeten Formeln ‘A quivalenzformeln’.
Alle Formeln, die nicht atomar sind, d.h. deren Bildung wenigstens eine der
Regeln 2-6 involviert, werden wir komplex nennen. Die gesamte Menge aller
Formeln bezeichnen wir auch mit ‘F’. Die Regeln, auf deren Basis Formel
konstruiert werden konnen, nennen wir auch ‘Formationsregeln’.

Eine Definition der obigen Art nennt man iibrigens ‘rekursiv’ oder auch
‘induktiv’. Dabei beginnt man mit einer “Ausgangsmenge”: In unserem Falle
ist dies die Menge der Aussagenvariablen. Dies findet in unserer Definition
in Regel 1 seinen Ausdruck. Sodann gibt man Regeln an, mit deren Hilfe die
Ausgangsmenge Schritt fiir Schritt erweitert wird. In unserer Definition werden
dadurch immer “groflere” Negationsformeln, Konjunktionsformeln, Disjunkti-
onsformeln, Implikationsformeln und Aquivalenzformeln hinzugefiigt, wie man
an den Regeln 2-6 erkennen kann. Endlich schlieft man diese Erweiterung ab,
indem man alle “unerwiinschten” Elemente ausschlief3t, insbesondere alle die-
jenigen Zeichenfolgen, die man mit Hilfe der bisher angegebenen Regeln nicht
erzeugen kann. Dies wird in unserem Falle durch Regel 7 deutlich.

Veranschaulichen wir uns dies anhand eines Beispiels: Da p, ¢ und r Aussa-
genvariablen sind, sind

*p,qr
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gemif Regel 1 auch Formeln (und zwar deren drei). Daher ist geméf Regel 2
auch

® D

eine Formel (ndmlich eine Negationsformel), sowie gemifi Regel 3

e (gAT)

eine Formel (nédmlich eine Konjunktionsformel). Somit ergibt sich gem#fi Regel
4, dass

e (-pV(gAT))

ebenfalls eine Formel ist (eine Disjunktionsformel). Indem wir erneut Regel 2
auf diese Formel anwenden, erhalten wir

e ~(pV(gAr))

als Formel (wieder eine Negationsformel). Eine abermalige Anwendung von
Regel 2 ergibt, dass auch

e —(pV(gAr))

eine Formel ist (ebenfalls eine Negationsformel). Da aber — wie wir schon
gesehen haben — auch p eine Formel ist, handelt es sich gem&fl Regel 5 bei

e (-=(=pV(gAT)) = p)

auch um eine Formel (ndmlich eine Implikationsformel). Regel 6 erlaubt es uns
nun, auch

e (==(=pV(gAr)) =p) < (=(-pV(¢gAT)) = D))

als eine Formel (eine Aquivalenzformel) zu betrachten. Usw. Wie wir sehen,
enthélt unsere aussagenlogische Sprache Formeln beliebiger endlicher Lénge,
da die obigen Regeln wieder und wieder angewendet werden kdénnen, um kom-
plexere und noch komplexere Formeln zu bilden.

Von den Zeichenfolgen in Abschnitt 4.1 sind die erste, dritte und fiinfte
Zeichenfolge Formeln, die anderen jedoch nicht, denn letztere kénnen nicht
durch Anwendungen der Regeln 1-6 gebildet werden und sind somit geméaf
Regel 7 keine Formeln.

Unsere Definition erlaubt es uns nun, fiir jede beliebige Zeichenfolge, die aus
Elementen unseres Alphabets gebildet ist, festzustellen, ob diese eine Formel
ist oder nicht. Betrachten wir einige Beispiele dazu:
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(h) (¢g— (pVvr)

Zeichenfolge (a) ist aufgrund der Regeln 1 und 3 eine Formel, (b) alleine auf-
grund der Regel 1, und (c) ist aufgrund der Regeln 1, 2, 4 und 5 eine Formel.
(d) hingegen kénnen wir nicht ohne weitere Angaben als Formel akzeptieren,
da wir ‘m’ nicht explizit als Name einer Aussagenvariable eingefiihrt hatten
(und wir nicht einfach annehmen diirfen, dass das, was durch ‘m’ bezeichnet
wird, auch tatséchlich in unserem Alphabet vorkommt). (e) ist keine Formel,
da Disjunktionsformeln immer geklammert sein miissen (noch erlauben wir
die Anwendung von Klammerersparnisregeln nicht, was sich in Béilde &ndern
wird); (f) ist aufgrund der Regeln 1, 3 und 6 eine Formel, (g) ist keine Formel,
da Aussagenvariablen selbst nicht geklammert werden, und das Negieren von
Formeln ebenfalls kein Setzen von Klammern involviert; und bei (h) handelt es
sich um keine Formel, weil man gem#f unserer Definition beweisen kann, dass
es in jeder Formel gleich viele linke Klammern wie rechte Klammern geben
muss.

Die Verwendung von Klammern riithrt von folgender Beobachtung her: Sagen
wir, jemand hétte es mit der Zeichenfolge

e (pAgVT)

zu tun. Was genau soll damit dann gemeint sein? Ist es die Disjunktionsformel
o ((pAg)Vr)

oder doch die Konjunktionsformel

e (pA(qgVr))
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die gemeint ist? Wie auch immer die Antwort ausfillt: Die Konsequenzen fiir
die Bedingungen, unter denen die nédmliche Formel wahr ist, und dafiir, welche
Schliisse sich mit Hilfe der Formel ziehen lassen, konnen gravierend sein. Zum
Beispiel werden wir in Bélde zeigen konnen, dass aus (pA (¢ Vr)) die Formel p
logisch folgt, wihrend p von ((p Aq) V r) nicht logisch impliziert wird. Deshalb
ist es sinnvoll, etwaige Unklarheiten gleich von vornherein durch die Verwen-
dung von Klammern zu beseitigen. Geméfl unserer obigen Formationsregeln
ist dann

e (pAqVr)

gar keine Formel, wihrend es sich bei ((p A gq) Vr) und (p A (¢ V r)) um zwei
— voneinander verschiedene — Formeln handelt.

Im Gegensatz zu den zweistelligen logischen Junktoren lédsst sich nachweisen,
dass Anwendungen des einstelligen Negationsoperators — nicht zu Mehrdeu-
tigkeiten fithren konnen: Jedes Vorkommnis von — bezieht sich immer auf die
eindeutig bestimmte darauf folgende Formel. Daher brauchen Anwendungen
von — auch nicht geklammert zu werden, und entsprechend haben wir die For-
mationsregel fiir Negationsformeln in unserer obigen Definition der Menge der
aussagenlogischen Formeln auch angelegt.

4.3 Aussagenlogische Argumentformen

Wie wir bereits im letzten Kapitel gesehen haben, lassen sich aussagenlogische
Formeln als die aussagenlogischen Formen von Aussagesidtzen deuten. Wenn
wir unserer aussagenlogischen Sprache nun noch Argumentformen hinzufiigen
wollen — aussagenlogische Formen von Argumenten — so miissen wir sowohl
unser Alphabet als auch unsere Grammatik leicht erweitern bzw. verdndern.

Beginnen wir damit, das aussagenlogische Alphabet um folgende Symbole
ZUu erganzen:

e Konklusionsindikator: .-,
e Hilfszeichen: ,

Das logische Zeichen .. kennen wir ja schon aus Abschnitt 2.5, p.76, in dem
wir es als formalen Konklusionsindikator eingefiihrt haben. Der Beistrich dient
nur dazu, die Pramissen einer Argumentform deutlich voneinander zu trennen.
So konnen wir also festsetzen:

Definition 5 Eine Argumentform I' ist eine Zeichenfolge der Form

Al,... ,An,1 . B
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wobei

1. alle A; (1 < ¢ < n — 1) aussagenlogische Formeln sind, welche durch
Beistriche voneinander getrennt sind und ‘Prémissen’ genannt werden,
und

2. B eine aussagenlogische Formel ist, welche durch .-. eingeleitet und ‘Kon-
klusion’ genannt wird.

Wir lassen auch hier wieder den “Grenzfall” n = 1 zu, d.h., dass eine Argu-
mentform gar keine Pramissen hat. So eine Argumentform hat dann also die
Form: . B.

Beispielsweise ist die Zeichenfolge

e p,(pAq) . .1

eine Argumentform geméfl unserer Formationsregeln 1, 2 und 3 sowie der Defi-
nition von Argumentformen. (Diese Argumentform wird sich mit den Mitteln
des néchsten Kapitels als nicht logisch giiltig nachweisen lassen, dies dndert
aber nichts daran, dass es sich um eine Argumentform handelt.)

Wihrend Aussagesitze und Argumente in die natiirliche Sprache gehoren,
gehoren aussagenlogische Formeln und Argumentformen zu der von uns kiinst-
lich geschaffenen Sprache der Aussagenlogik. (Wir werden manchmal ‘I als
Metavariable fiir aussagenlogische Argumentformen verwenden oder auch als
Metametavariable fiir deutschsprachige Argumente.)

4.4 Klammerersparnisregeln

Komplexe Formeln kénnen rasch recht uniibersichtlich werden, was zum Teil
auf das Vorkommen von vielen Klammern zuriickzufiihren ist, wie man etwa
an folgendem Beispiel unschwer erkennen kann:

o (= ((=((pV =g AT)Vs) = 1) ¢ (ps V ~7p7))

Wir koénnen jedoch sogenannte Klammerersparnisregeln einfithren, mit deren
Hilfe manche Formeln wieder ein wenig besser lesbar werden. Wir diirfen je-
doch nur dann Klammern weglassen, wenn es eindeutig festgelegt ist, wie wir
die urspriingliche (und eigentliche) Formel wiederherstellen kénnen. Die Re-
geln, die wir im folgenden angeben werden, beriicksichtigen dies.

Kommen wir also zur Klammerersparnisregel 1:

(KE1) Die duBlersten Klammern einer Formel diirfen weggelassen werden.
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Ublicherweise werden wir also etwa
e pAgstatt (pAq),
o 7V (sAt)statt (rV (sAt)),
e —p — ¢ statt (—p — ¢) und
o (pAT) <> gstatt (pAT) < q).

schreiben.
Die Klammerersparnisregel 2 lautet:

(KE2) Die Junktoren A und V binden stirker als die Junktoren — und <.

Dies heifit, dass wir Klammern um Konjunktions- und Disjunktionsformeln
weglassen diirfen, wenn diese Formeln unmittelbare Teilformeln einer Impli-
kations- oder Aquivalenzformel sind. Wir schreiben also (unter gleichzeitiger
Verwendung von (KE1))

o p— g AT statt (p— (gAT)),
e pVq—rstatt ((pVq) —r),
o gV (q—p) statt ((qV—r) < (g—p))

Die Klammern, die im letzten Beispiel links noch iibrig sind (in (¢ — p)),
diirften freilich nicht weggelassen werden, da sonst die eindeutige Lesbarkeit
nicht mehr gewéhrleistet wéire — denn wir haben ja nicht vereinbart, dass —
stiarker binden wiirde als <.

Zum Vergleich: Wir diirfen nicht etwa

e p—pA(sVr)statt (p < —(pA(sVr)))

schreiben: Das Negationszeichen —, fiir das wir keine eigenen Klammern ein-
gefithrt haben, wird ja gemé&fl den syntaktischen Regeln fiir aussagenlogische
Formeln immer so gelesen, dass es sich auf die unmittelbar folgende Formel
bezieht; in —p A (s V r) ist aber die unmittelbar auf — folgende Formel die
Aussagenvariable p und nicht etwa die Konjunktionsformel (p A (s V r)). Woll-
te man — auf (p A (s V r)) beziehen, so miifite man unbedingt die dufleren
Klammern in (p A (s V1)) belassen, was aber in p <> =p A (s V r) nicht der Fall
ist. Demnach kann p <> =p A (s V r) nicht kurz fiir (p > =(p A (sV r))) stehen,
sondern vielmehr fiir (p <> (-p A (sVr))).
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(KE2) erinnert uns an den Mathematikunterricht, in dem wir gelernt haben:
“Punktrechnung geht vor Strichrechung”, d.h., das Multiplikationszeichen bin-
det stérker als das Additionszeichen. Auf diese Weise erhilt man dann: a-b+c
ist identisch mit (a - b) + ¢ und nicht etwa mit a - (b + ¢).

Es lieBen sich noch weitere Klammerersparnisregeln einfithren (und manche
Logikbiicher tun dies), wir wollen es hier aber bei (KE1) und (KE2) belassen.
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Was Sie nach diesem Kapitel (inkl. Ubungen) beherrschen sollten:

das Alphabet der aussagenlogischen Sprache anzugeben;

e die Menge der aussagenlogischen Formeln zu definieren;

e aussagenlogische Formeln Schritt fiir Schritt mit Hilfe der Formations-
regeln zu konstruieren;

e zu bestimmen, ob es sich bei einer Zeichenfolge um eine aussagenlogische
Formel handelt;

e den Begriff der Argumentform zu definieren;

e Klammerersparnisregeln praktisch anzuwenden.
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4.5 Ubungen

Ubung 4.1 Welche der folgenden Zeichenfolgen sind aussagenlogische For-
meln? Beachten Sie dabei, dal wir in dieser Ubung keine Klammerersparnis-
regeln gelten lassen wollen. Genaue Klammersetzung ist also wichtig.

1. pAgVr

2. (pAg) V)

3. (pAg)VT)

4. (=(pVaq)—r)

5.2 ((pVva) —r)

6. ((pVaq)=p)

7. ((kpVaq) —r)

8. =((PVQ) = R)

9. ((p = —p) = —p)

10. (=====r = (pV q))

11. p > g

12. ((p = @) A~ (=g = —p))

3. ((p—=(g—r)—p)

4. (p—=(qg— (r—(s—1))))
(

5. (p—=(@g—=r)—=((p=9 = {@—=>r)

16. = (== ((= ((p12 V —p9) A pg) V p7) — p6) < (P5 V ~—p13))

17. ((pAq) = —(s))

Ubung 4.2 Welche der folgenden Zeichenfolgen sind aussagenlogische Argu-
mentformen?

L p,(p—q) ..pq

2. . (pV-p)
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3. (gArVs),(r) .. —=(=(q)
4. (q—=r),~r .. (-qVs)
5. PP, PsPyP P

6. (qA—q)..

7. poq..r

Ubung 4.3 Wenden Sie die beiden Klammerersparnisregeln auf die Formeln
aus der Ubung 4.1 an.

Ubung 4.4 Setzen Sie in den folgenden Zeichenfolgen die Klammern, die den
beiden Klammerersparnisregeln zum Opfer gefallen sind — kehren sie also die
Anwendung der Klammerersparnisregeln um.

1. pVygq

2. pANg—r

3. p—qVr

4. pVqg— (pAr)V s

5. pV (gNA-1r) = (pV-s) V(g —s)

Ubung 4.5 In welchen der folgenden Zeichenreihen wurden die beiden Klam-
merersparnisregeln korrekt angewendet?

l.p—=qg—r

2. pVg—>1rAs

3. pAgATr — 8

4. pVqg—1rVgAp

5. p—=>(@—=r)Vs—q
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Kapitel 5

Die aussagenlogische
Semantik

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir die erste Aufgabe, die wir uns in
der Logik stellen, namlich die logischen Formen natursprachlicher Ausdriicke
aufzufinden, im (sehr einfachen) Rahmen der Aussagenlogik zu einem guten
Ende gebracht. Wir sind nun in der Lage, die logische Struktur von Aus-
sagesitzen zu klassifizieren, Aussagesidtze und Argumente durch Formeln zu
reprisentieren, und wir haben vollige Klarheit dariiber erlangt, welche aussa-
genlogischen Formeln uns potentiell fiir diesen Prozess der Repréasentierung zur
Verfiigung stehen. Die Angabe der logischen Formen von Aussagesétzen und
Argumenten ist deswegen so wichtig, weil wir damit die Mehrdeutigkeiten und
Vagheiten der natiirlichen Sprachen vermeiden, um sodann mit Bestimmtheit
sagen zu konnen, ob denn ein Aussagesatz oder ein Argument (bzw. dessen
logische Formen) gewisse logisch relevante Eigenschaften hat oder in logisch
relevanten Beziehungen zu anderen Aussagesitzen oder Argumenten steht.
Wir koénnen dann etwa exakt bestimmen, wie die Wahr- bzw. Falschheit ei-
nes komplexen Satzes von der Wahr- bzw. Falschheit seiner Teilsétze abhéngt,
was es bedeutet, dass ein Satz aus rein logischen Griinden wahr oder falsch
ist, was es heif3t, dass ein Satz aus einem anderen logisch folgt, was ein logisch
giiltiges Argument ist, etc. Um all diese logisch relevanten Eigenschaften und
Beziehungen soll es nun in diesem Kapitel gehen.

5.1 Wahrheitstafeln

Eine Methode, um solche logischen Eigenschaften und Beziehungen von For-
meln und Argumentformen feststellen zu konnen, ist die sogenannte Wahr-

Hannes Leitgeb: Logik I
Stand: 29.10.2020



116 KAPITEL 5. DIE AUSSAGENLOGISCHE SEMANTIK

heitstafelmethode. In Kapitel 2.2 haben wir bereits die Bedeutung unserer
Junktoren anhand von Wahrheitstafeln kennengelernt. Davon ausgehend wol-
len wir uns nun im Detail der Frage zuwenden, wie die Wahrheitstafeln beliebig
komplezer Formeln aussehen. Mit Hilfe dieser Wahrheitstafeln werden wir in
der Lage sein anzugeben, unter welchen Bedingungen eine komplexe Formel
wahr bzw. falsch ist bzw. wann eine Formel logisch wahr oder logisch falsch
und wann ein Argument logisch giiltig oder ungiiltig ist.

5.1.1 Wahrheitstafeln fiir Aussagesitze und Formeln
Wie sieht zum Beispiel die Wahrheitstafel fiir die komplexe Formel
e pVqg—pAgq

aus? Zuerst suchen wir simtliche Aussagenvariablen in der Formel, also in
unserem Fall p und ¢. Dann schreiben wir diese Aussagenvariablen nebenein-
ander auf und fiigen die zu bewertende Formel rechts hinzu. Wenn wir noch
die entsprechenden Linien anbringen, dann sieht das Ergebnis dieser noch sehr
unvollstdndigen Wahrheitstafel wie folgt aus:

p q|pVg—pAg

Da wir doch feststellen wollen, wie der Wahrheitswert einer komplexen For-
mel von den Wahrheitswerten der Teilformeln abhéngt, miissen wir zuerst die
“kleinsten” Teilformeln bewerten, ndmlich die Aussagenvariablen. Dabei gibt
es jedoch nicht nur eine, sondern mehrere Moglichkeiten der Bewertung, die
sich dadurch ergeben, dass man die Wahrheitswerte w und f auf alle moglichen
Weisen den in der Formel vorkommenden Aussagenvariablen zuordnet. Diese
Wahrheitswertkombinationen kann man mit dem 6sterreichischen Philosophen
Ludwig Wittgenstein — der als einer der ersten die Wahrheitstafelmethode
zwecks der logischen Analyse einfiihrte — auch ‘Wahrheitsmoglichkeiten’ nen-
nen.! Wenn wir also — wie in unserem Beispiel — zwei Aussagenvariablen p und
q gegeben haben, dann haben wir die folgenden vier Mdoglichkeiten, die zwei
Wahrheitswerte w und f auf die beiden Aussagenvariablen zu verteilen:

1. p wird mit w bewertet und ¢ wird mit w bewertet.

2. p wird mit w bewertet und ¢ wird mit f bewertet.

Vgl. [16].
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3. p wird mit f bewertet und ¢ wird mit w bewertet.
4. p wird mit f bewertet und ¢ wird mit f bewertet.

Tragen wir nun jede dieser Moglichkeiten in die Zeilen unserer unvollstdndigen
Wahrheitstafel unter p und ¢ ein, dann erhalten wir:

p q|pVa—pAg

wow
w f
f w
fr

Nun kénnen wir Schritt fiir Schritt jede Zeile vervollstdndigen, und dazu gehen
wir wie folgt vor: Wir bewerten die Teilformeln der Gesamtformel “von innen
nach auflen”, d.h. zuerst werden die nach den Aussagenvariablen “n#chst-
grofleren” bewertet, dann wiederum die “néchstgréfieren”, bis wir bei der zu
bewertenden Gesamtformel angelangt sind. Die nach den Aussagenvariablen
“innersten” Formeln sind in unserem Fall p V ¢ sowie p A g, da geméifl unseren
Klammerersparnisregeln p V ¢ — p A ¢ ja nichts anderes ist als ((p V ¢) —
(p A q)). Zunichst bewerten wir also die Teilformel p V ¢ gemifl der bereits
bekannten Wahrheitstafel fiir die Disjunktionsformeln von S.53 und schreiben
das Ergebnis dieser Bewertung unter den Junktor von pV ¢, also das V:

p q|pVa—pAg

wow| w
w f| w
f w| w
fForlr

Auf analoge Weise bewerten wir p A ¢ unter Zuhilfenahme der Wahrheitstafel
fiir die Konjunktionsformeln von S.51 und schreiben das Ergebnis unter den
Junktor A:

P q|pVag—=pAg
w w w w
w f| w f
frw| w f
fff f

Schliefllich kénnen wir die Wahrheitswerte der ganzen Implikationsformel
pV g — p A q ergdnzen, indem wir aus den Wahrheitswerten der beiden
Teilformeln mit Hilfe der Wahrheitstafel fiir Implikationsformeln von S.57 die
Wahrheitswerte fiir die Gesamtformel bestimmen:
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p qlpVa—pAg
w w w w w
w f| w f f
frwl w f f
frl fr w f

Z.B. wird in der ersten Zeile aus dem w unter p V ¢ und dem w unter p A ¢
ein w unter —, da geméafl der Wahrheitstafel der materialen Implikation ein
wahres Antezedens zusammen mit einem wahren Konsequens zu einer wah-
ren Implikation fiithrt. In der zweiten Zeile hingegen bedingen das w unter
pV q und das f unter p A g ein f unter —, weil eine materiale Wenn-Dann-
Formel, deren Wenn-Teil wahr und deren Dann-Teil falsch ist, als falsch be-
wertet werden muss. (Entsprechendes gilt fiir die dritte Zeile.) In der vierten
Zeile schliellich ergibt sich wiederum ein w unter —, da jede materiale Im-
plikation mit falschem Antezedens und falschem Konsequens wahr ist. (Die
Wahrheitstafel fiir das materiale — wurde ausfiihrlich in Sektion 2.2.4 er-
klért.) Das Endergebnis dieser Bewertung mittels einer Wahrheitstafel ist nun
die Spalte unter dem Hauptjunktor der Gesamtformel, im aktuellen Falle also
die Spalte unter dem Implikationszeichen —. Diese Spalte wollen wir auch als
den ‘Wertverlauf’ dieser Formel bezeichnen. Der Hauptjunktor einer Formel
ist der “duflerste” oder “dominante” Junktor der Formel; bei einer Negations-
formel ist dies selbstversténdlich ein —, bei einer Konjunktionsformel ein A,
bei einer Disjunktionsformel ein V, bei einer Implikationsformel ein — und bei
einer Aquivalenzformel ein <.

Um ein wenig mehr Ubung zu bekommen, sehen wir uns gleich noch ein
Beispiel an. Erstellen wir die Wahrheitstafel fiir die Formel p A (¢ — —p):

P q|pAlg— p)
w o w| [ ff
w f| w wf
fw| f wuw
frifr ww

Um diese Wahrheitstafel zu erhalten, bewerten wir zuerst die “innerste” kom-
plexe Formel, ndmlich —p, gem&fl unserer Wahrheitstafel fiir Negationsformeln
von S.49. Dann kénnen wir geméfl der Wahrheitstafel fiir Implikationsformeln
die Formel ¢ — —p bewerten, um schliefflich die Gesamtformel gemé&fl der
Wahrheitstafel fiir Konjunktionsformeln zu bewerten. Der Hauptjunktor die-
ser Formel ist ndmlich das Konjunktionszeichen A.

Die Formeln, fiir die wir bisher Wahrheitstafeln erstellt haben, haben nur
zwei Aussagenvariablen enthalten. Wie sieht es jedoch etwa mit der For-
mel p — g A —r aus, die drei Aussagenvariablen enthélt? Hier gibt es frei-
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lich mehr Moglichkeiten, die Aussagenvariablen mit w und f zu bewerten.
Denn jede Bewertungsmoglichkeit fiir p und ¢ 1at sich auf zwei Arten zu
einer Bewertungsmoglichkeit fiir p,q und r erweitern, je nach dem, ob man
r mit w oder f bewertet. Wir erhalten insgesamt also doppelt so viele Be-
wertungsmoglichkeiten fiir drei Aussagevariablen und somit doppelt so viele
Zeilen in der Wahrheitstafel:

p—>qAN\-r
I
w w
Ir
fw
[
w w
fr
fw

Eine Wahrheitstafel fiir eine Formel mit vier Aussagenvariablen héitte demge-
méf bereits 16 Zeilen, etc. Achtung: Bevor man eine Wahrheitstafel erstellt,
sollte man sich ganz klar sein, fiir welche Formel man dies tut: Im obigen
Beispiel erfolgt dies nicht etwa fiir die Formel ((p — ¢) A—r), sondern vielmehr
fiir die Formel (p — (¢gA—r)). Ansonsten wird man viel Arbeit umsonst leisten.

Noch eine Anmerkung: Die Reihenfolge, in der wir die verschiedenen Vor-
kommnisse von ‘w’ und ‘ f’ links von dem senkrechten Strich in Zeilen angeord-
net haben, ist keineswegs willkiirlich. Man stelle sich vor, ‘w’” wire wie ‘a’ und
‘f’ wire wie ‘b’ im deutschen Alphabet. Dann wiirde man in einem Lexikon
oder einem Telephonbuch ‘www’ vor ‘wwf’ einordnen, ‘wwf’ wiederum vor
‘wfw’ usw., genauso wie man etwaige Fachausdriicke oder Namen ‘aaa’ vor
‘aab’ einordnen wiirde, ‘aab’ wiederum vor ‘aba’ usw. Die obige Anordnung
der Wahrheitswertreihen links vom senkrechten Strich nennt man daher auch
lexikographisch.

Wir wollen nun nochmals zusammenfassen, wie man eine Wahrheitstafel fiir
eine beliebige Formel A erstellt:

N A A
= 8 %8 g =g
E €& &8 =*=8g

N8 g g g8

1. Man stelle fest, welche verschiedenen Aussagenvariablen in A vorkom-
men, und schreibe diese Aussagenvariablen in der Reihenfolge ihres Vor-
kommens im Alphabet in eine Reihe.

2. Daneben schreibe man die zu bewertende Formel an.

3. Handelt es sich um n verschiedene Aussagenvariablen, so gibt es 2™ ver-
schiedene Moglichkeiten die Wahrheitswerte auf die Aussagenvariablen
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von A zu verteilen. Man schreibe also in 2" Zeilen die moglichen Wahr-
heitswerte unter die Aussagevariablen, und zwar so, dass in der Spalte
unter der ersten Aussagenvariable Folgen von ws und Folgen von fs al-
ternieren, wobei jede dieser Folgen die Linge % hat, in der Spalte unter
der zweiten Aussagenvariable wiederum Folgen von ws und Folgen von
fs alternieren, wobei nun jede dieser Folgen die Lange % hat, etc.; allge-
mein stehen in der Spalte unter der k-ten Aussagenvariable alternierend
Folgen von ws und Folgen von fs, wobei jede dieser Folgen die Lénge 3—:
besitzt.

4. Man berechne “von innen nach auflen” die Wahrheitswerte fiir die Teil-
formeln von A und schliellich fiir die gesamte Formel A selbst. Unter
dem Hauptjunktor von A 143t sich die Bewertung von A ablesen.

Wir konnen solche Wahrheitstafeln nun auf vielfiltige Weise anwenden.
Wenn wir z.B. wissen wollen, unter welchen Bedingungen ein Aussagesatz
wahr oder falsch ist, d.h., wie “die Welt” beschaffen sein muss, dass er mit ihr
iibereinstimmt bzw. nicht iibereinstimmt, dann bestimmen wir seine logische
Form mittels Représentierung und erstellen sodann fiir diese logische Form die
Wahrheitstafel. Betrachten wir etwa den folgenden Aussagesatz:

e Wenn Herbert Heidi heiratet oder Heidi Herbert heiratet, dann heiratet
Herbert Heidi und Heidi heiratet auch Herbert.

Da wir nun schon geiibt im Représentieren sind, haben wir seine logische Form
schnell herausgefunden und erkennen, dass sie nichts anderes ist als die Formel
in unserem ersten Beispiel fiir Wahrheitstafeln auf S.116:

e pVqg—pAgq

Gemaéf der Wahrheitstafel dieser Formel auf S.118 ist diese Formel genau dann
wahr, wenn p und ¢ denselben Wahrheitswert haben — entweder beide wahr
oder beide falsch. Fiir unseren Aussagesatz heisst dies nun nichts anderes als,
dass er genau dann wahr ist, wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

e Herbert heiratet Heidi und Heidi heiratet Herbert.
e Herbert heiratet Heidi nicht und Heidi heiratet Herbert nicht.

Dies 1é83t sich noch einfacher ausdriicken. Wie man némlich bei einem Vergleich
der Wahrheitstafel fiir unsere Formel mit der Wahrheitstafel fiir Aquivalenz-
formeln auf S.64 feststellt, stimmen diese in ihrem Wertverlauf vollig iiberein.
Unsere Formel besagt also — von einem aussagenlogischen Standpunkt betrach-
tet — nichts anderes als:
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® D g

Diese beiden Formeln haben also dieselbe aussagenlogische Bedeutung, auch
wenn es sich dabei um zwei ganz unterschiedliche Formeln handelt — z.B kommt
in der einen Formel das Aquivalenzzeichen < vor, in der anderen hingegen
nicht. Unser Beispielsatz von oben sagt also (soweit unsere Zwecke betroffen
sind) genau dasselbe aus wie:

e Herbert heiratet Heidi genau dann, wenn Heidi Herbert heiratet.

Die bisher in diesem Kapitel betrachteten Formeln haben allesamt die Ei-
genschaft, dass ihre Wertverlaufe sowohl ws als auch fs enthalten, dass sie also
unter gewissen Umsténden wahr sind und unter anderen Umstédnden falsch.
Dies stellt in gewissem Sinne den “Normalfall” dar. Denn, wenn wir beispiels-
weise eine Aussage iiber die Welt treffen, um Informationen festzuhalten bzw.
zu iibermitteln, dann héngt die Wahrheit bzw. Falschheit des Aussagesat-
zes doch von der Beschaffenheit unserer Welt ab. Sihe die Welt anders aus,
so konnte der Aussagesatz ja auch einen anderen Wahrheitswert haben, also
Sétze, die tatsichlich wahr sind, kénnten falsch sein, und Sétze, die tatsdchlich
falsch sind, kénnten wahr sein. Dies gilt sowohl fiir den Alltag als auch fiir die
Wissenschaften. Selbst Naturgesetze kénnten in einer anderen “logisch vor-
stellbaren” Welt falsch sein. Alle solchen Sétze bzw. deren logische Formen,
werden in der Logik als ‘kontingent’ bezeichnet. Spéter, in Abschnitt 5.2, wer-
den wir diesen Begriff der Kontingenz exakt festlegen.

Es gibt aber auch Aussagesiitze, die unabhingig davon, wie die Welt be-
schaffen ist, “immer wahr” oder auch “immer falsch” sind. Solche Sétze sind
also aus rein logischen Griinden wahr oder falsch. Sehen wir uns dazu das
folgende Beispiel an:

e Heute ist Dienstag oder auch nicht.

Wenn wir diesen Satz in der Sprache der Aussagenlogik repréisentieren, dann
erhalten wir:

° p\/—|p

Die Wahrheitstafel fiir diese Formel sieht dann wie folgt aus:

p|pVp
w| w f
fl ww

Wie wir sehen, besteht der Wertverlauf dieser Formel aus lauter ws. Entspre-
chend ist der obige Aussagesatz unabhingig davon, ob heute Dienstag ist oder
nicht, wahr. Sehen wir uns noch ein weiteres Beispiel &hnlicher Art an:
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e Wenn es jetzt weder regnet noch schneit, dann ist es nicht so, dass es
jetzt regnet oder schneit.

Die logische Form dieses Satzes ist:
e pA—=q—(pVaq)

Das Antezedens des Implikationssatzes ist ein Satz der Form ‘Weder A noch
B’, und solche Sitze haben als logische Form =A A —B, da ja durch das ‘weder

. noch’ die beiden Teilsitze A und B verneint werden. Und die entsprechende
Wahrheitstafel sieht nun so aus:

p q|-pA-g—-(pVyg
w wl|f ff w f w
w flf fww [f w
fwlw ff wf w
f flwwwww f

Solche Sétze und ihre logischen Formen werden wir in Abschnitt 5.2 als tau-
tologisch definieren. Tautologien sind in jeder “moglichen Welt” wahr, Tau-
tologien bleiben sogar wahr, wenn man die Bedeutung sdmtlicher in ihnen
vorkommenden deskriptiven Zeichen variiert. Wenn etwa ‘regnen’ soviel wie
‘hageln’ bedeuten wiirde, und ‘schneien’ soviel wie ‘stiirmen’, dann wiirde un-
ser letzter Beispielsatz soviel besagen wie

e Wenn es jetzt weder hagelt noch stiirmt, dann ist es nicht so, dass es
jetzt hagelt oder stiirmt

und wire selbstverstdndlich wiederum wahr, ja sogar tautologisch. Tautologi-
en sind daher die logischen Gesetze der Aussagenlogik, ihre Wahrheit riihrt
allein daher, wie wir die Bedeutung der logischen Zeichen festgelegt haben.
Wihrend beispielsweise Physiker die Gesetze zu entdecken trachten, die in
unserer (tatsichlichen oder aktualen) Welt wahr sind, beschiftigen sich Logi-
ker mit Gesetzen, die nicht nur in unserer Welt wahr sind, sondern aus rein
logischen Griinden wahr sein miissen — in allen logisch mdglichen Welten wahr
sind.

Wir haben oben schon erwéhnt, dass es auch Sétze gibt, die “immer falsch”
sind. Sehen wir uns auch dazu Beispiele an:

e Die Zahl 3 ist weder gerade noch ungerade.
Die aussagenlogische Form dieses Aussagesatzes ist:

[ ] —|p/\—|—|p
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Die Aussagenvariable p steht in diesem Fall fiir den Teilsatz ‘Die Zahl 3 ist
gerade’. Der zweite Teilsatz ‘Die Zahl 3 ist ungerade’ ist nichts anderes als
die Negation des ersten Teilsatzes und hat daher die logische Form —p. Die
Wahrheitstafel fiir diese Formel sieht nun so aus:

p|-pA-p
w| f fwf
flw ffw

Wie wir sehen, enthélt der Wertverlauf dieser Formel ausschliellich fs. D.h.,
unser Ausgangssatz ist falsch, unabhingig davon ob die Zahl drei gerade oder
ungerade ist.

Betrachten wir gleich noch ein Beispiel von dieser Art:

e Weder schneit es jetzt, noch regnet es, aber es schneit oder regnet.

Dieser Satz wird nun représentiert als:

e ("pAQ)A(PVaQ)
Wenn wir die Wahrheitstafel dafiir erstellen, erhalten wir:

p q|(pA=g)A(pVa)
w w| fff f w
w f| ffw [ ow
frwlwff f w
fflwww f o f
Es ist freilich nicht verwunderlich, dass der Wertverlauf unseres Ausgangssat-

zes lauter fs enthélt, da man bei néherer Betrachtung erkennt, dass er nichts
anderes ausdriickt als die Verneinung unseres fritheren Beispielsatzes

e Wenn es jetzt weder regnet noch schneit, dann ist es nicht so, dass es
jetzt regnet oder schneit.

Wenn letzterer “immer wahr” ist, wie wir ja schon festgestellt haben, muss
ersterer zwangslaufig “immer falsch” sein.

Sétze und deren logische Formen, die einen Wertverlauf mit lauter fs auf-
weisen, werden wir in Abschnitt 5.2 als kontradiktorisch definieren. Es ist des-
halb so wichtig, dass wir wissen, welche Sétze Kontradiktionen sind, da wir es
tunlichst vermeiden sollten, in der Wissenschaft und in der Philosophie (aber
natiirlich auch im Alltag), Kontradiktionen zu behaupten. Wissenschaftliche
oder philosophische Theorien, die Kontradiktionen enthalten, sind in jedem
Fall zu verwerfen, da sie eben Sitze enthalten, die in jedem Fall falsch sein
miissen, ganz unabhingig davon, wie die Welt beschaffen ist. Man sollte des-
halb niemals solche Widerspriiche behaupten bzw. Theorien aufstellen, die
Widerspriiche enthalten.
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5.1.2 Wahrheitstafeln fiir Argumente und Argumentformen

Auf Seite 97 haben wir das Argument (Arg.3) reprisentiert und dabei folgende
Argumentform erhalten:

pvVag,p..q

Von einem Argument bzw. einer Argumentform zu sagen, es bzw. sie wire wahr
oder falsch, ist vollig unsinnig, denn es handelt sich dabei ja nicht um Aus-
sagesitze bzw. mit w oder f bewertbare Formeln. Freilich sind die Pramissen
und die Konklusion eines Arguments bzw. einer Argumentform wahr oder
falsch in diesem Sinne (gegeben die Aussagenvariablen in einer Argumentform
sind bereits bewertet worden). Argumente bzw. Argumentformen hingegen
sind logisch giiltig oder logisch ungiiltig: Giiltig sind sie, wenn die Wahrheit
der Préamissen die Wahrheit der Konklusion logisch zwingend nach sich zieht,
und ungiiltig sonst. Fiir unser Beispiel heisst dies, dass die Argumentform
pV q,—p .. q genau dann giiltig ist, wenn Folgendes der Fall ist: “Wann im-
mer” pV g und —p wahr sind, ist auch ¢ wahr. Mit Hilfe einer Wahrheitstafel
konnen wir dies nun prizisieren, und anschlieffend iiberpriifen, ob dies in un-
serem Beispiel der Fall ist. In einer solchen Wahrheitstafel kommt neben den
in der Argumentform auftretenden Aussagenvariablen im Allgemeinen nicht
nur eine weitere Formel vor, sondern sdmtliche Pramissen und die Konklusion
werden eingetragen. Wir schreiben also neben die Aussagenvariablen zuerst
alle Pramissen und sodann die Konklusion. Wir haben es demnach mit einer
Wahrheitstafel zu tun, die gleich mehrere Formeln auf einmal bewertet:

p qlpVa|-p|q
w o w w | f |w
w fllw | fof
f w w o|w | w
fr) 5 jw | f

Wir sehen, dass es in dieser Wahrheitstafel keine einzige Zeile gibt, in der
sémtliche Pramissen mit w bewertet werden, die Konklusion jedoch mit f.
Die einzige Zeile, in der beide Pramissen wahr sind, ist ndmlich die dritte, und
in dieser wird die Konklusion ¢ ebenfalls mit w bewertet. Daher ist unsere
Argumentform (sowie auch das durch sie représentierte Argument) aussagen-
logisch giiltig. Wenn ein Argument aussagenlogisch giiltig ist, dann bedingt die
Wabhrheit der Pramissen die Wahrheit der Konklusion, unabhéngig davon, wie
die Welt beschaffen ist, und unabhéngig davon, wie die deskriptiven Zeichen,
die im Argument vorkommen, interpretiert werden. Wenn etwa ‘der Papst’
soviel wie ‘Heidi’ bedeuten wiirde, ‘kommen nach’ soviel wie ‘heiraten’, ‘Som-
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mer’ soviel wie ‘Winter’, ‘Wien’ soviel wie ‘Hubert’ und ‘Salzburg’ soviel wie
‘Herbert’, dann wiirde (Arg. 3) von Seite 75 soviel besagen wie

Heidi heiratet ndchsten Winter Hubert oder Herbert.

Heidi heiratet aber niachsten Winter Hubert nicht.

Daher: Heidi heiratet ndchsten Winter Herbert.

Und dieses Argument ist natiirlich immer noch logisch giiltig. Man erkennt
daran, dass fiir die logische Giiltigkeit bzw. Ungiiltigkeit eines Argumenten
ausschliellich die logische Form des Argumentes eine Rolle spielt, nicht wie
die “Leerstellen” dieser Form — die Aussagenvariablen — “gefiillt” oder inter-
pretiert werden.

Wir kénnen uns aber auch auf eine andere Art und Weise davon iiberzeugen,
dass eine Argumentform giiltig ist, indem wir nadmlich sédmtliche Zeilen be-
trachten, in denen die Konklusion mit f bewertet wird. Wenn in all diesen
Zeilen auch mindestens eine Pramisse mit f bewertet wird, so ist die Ar-
gumentform giiltig, sonst ungiiltig. Denn dann ist es wiederum so, dass die
gemeinsame Wahrheit der Pramissen nicht mit der Falschheit der Konklusion
einhergehen kann.

Betrachten wir ein weiteres Beispiel:

Wenn der Gértner der Morder ist, dann liegt Erde am Tatort.

Es liegt Erde am Tatort.

Also ist der Gértner der Morder.
Wie leicht ersichtlich ist, ist die logische Form dieses Argumentes:
*p—4qq..p

Die Wahrheitstafel dieser Argumentform sieht dann wie folgt aus:

p allp—alalp
w w w w | w
w fl f | flw
f w w w | f
Fr) o w | flf
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In der dritten Zeile dieser Wahrheitstafel wird den Préamissen der Wert w zu-
geordnet, der Konklusion hingegen der Wert f. Es gibt also mindestens eine
Zeile, in der alle Priamissen wahr, die Konklusion jedoch falsch ist. Diese Ar-
gumentform und somit auch das obige Argument sind also aussagenlogisch
ungiiltig. Auch wenn das Argument auf den ersten Blick giiltig zu sein scheint
und dies auch im Alltag oft unterstellt wird, sagt uns nun die aussagenlogische
Analyse, dass es doch nicht in jedem Falle von wahren Priamissen zu einer wah-
ren Konklusion fithrt. Denn es ware ja durchaus moglich, dass die Pramissen
wahr sind und die Konklusion falsch ist, d.h. es liegt tatsdchlich Erde am
Tatort, aber der Gértner ist doch nicht der Morder. In diesem Falle ist auch
die erste Priamisse wahr, da ja deren Antezedens falsch ist und zudem auch
noch deren Konsequens wahr ist. Auch wenn ein Argument dieser Form in
vielen Féllen von wahren Préamissen zu einer wahren Konklusion fithren mag,
so gibt es doch offensichtlich Ausnahmen, und alleine diese reichen hin, um
das Argument und dessen logische Form als logisch ungiiltig auszuweisen. Lo-
giker haben daher spafihalber obiger beliebter ungiiltiger Argumentform einen
eigenen Namen gegeben, namlich ‘Modus moron’.
Sehen wir uns noch ein Beispiel an:

Wenn Herbert die Metaphysikpriifung besteht, so veranstaltet er, falls
Heidi nicht bei der Ethikpriifung durchfallt, eine Party.

Heidi fillt aber bei der Ethikpriifung keinesfalls durch, und Herbert be-
steht die Metaphysikpriifung.

Also veranstaltet Herbert eine Party.
Die Form dieses Arguments ist:
e p— (g —=7),qgAp. T

Mittlerweile kénnen wir selbst Wahrheitstafeln fiir solch etwas komplexere
Argumentformen leicht erstellen:

p g r|p=(og=r) | gAp|T
w o ow w w [ ow ff w
w o w fl w f ow Fr|r
w f w w ow w ww | w
w f fl f w f ww | f
f w w w f w ff w
f w f w f w ff f
f f w wow w w f w
fr fl wwf w fof
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In dieser Wahrheitstafel gibt es genau eine Zeile, ndmlich die dritte, in der
sdmtliche Pramissen wahr sind; in dieser Zeile ist aber auch die Konklusion
wahr. Daher ist die Argumentform logisch giiltig. Freilich haben nicht alle
Wahrheitstafeln von giiltigen Argumentformen immer nur eine Zeile, in der
alle Pramissen wahr sind. Oftmals gibt es auch mehrere, wie man an dem fol-
genden simplen Beispiel sehen kann: Die Wahrheitstafel fiir die Argumentform

e p..pVgq

ist namlich:

p allp|pVvy
w  w w w
w fllw]| w
J owl f] w
F r\rl r

Und die Argumentform ist daher wiederum giiltig, wie man an den ersten
beiden Zeilen der Wahrheitstafel unschwer feststellen kann.

Der Begriff der Giiltigkeit von Argumenten und deren Formen, den wir in 5.2
genau festlegen werden, ist deshalb so wichtig, weil Wissenschafter im Allge-
meinen ihre Behauptungen durch Argumente zu stiitzen versuchen, und dieser
Versuch oftmals nur dann erfolgreich ist, wenn diese Argumente auch logisch
giiltig sind. Ubrigens wird dieses Prinzip in der sogenannten “induktiven Lo-
gik” insofern “aufgeweicht”, als dort eine Argumentation unter Umstéinden
auch dann als erfolgreich angesehen wird, wenn sie zwar nicht logisch giiltig
ist, aber die Pramissen der Konklusion immerhin eine hohe Wahrscheinlich-
keit verleihen. Diese induktive Logik soll uns in diesem Buch aber nicht weiter
beschiéftigen, da sie nicht zur “klassischen” deduktiven Logik gehort. Die klas-
sische Logik, die im Zentrum unserer Betrachtungen steht, stellt aber auch die
Grundlage dar, auf der dann in der induktiven Logik weitergerarbeitet wird.?

2Fiir eine Einfithrung in die Induktive Logik siehe [11].
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5.2 Eine formale Semantik fiir die Aussagenlogik

Die Wahrheitstafelmethode liefert uns ein berechenbares Entscheidungsverfah-
ren, das es uns erlaubt, gewisse Eigenschaften von aussagenlogischen Formeln
— wie die der Tautologizitit — sowie gewisse Eigenschaften von Argument-
formen — wie die der logischen Giiltigkeit — fiir vorgegebene Formeln bzw.
Argumentformen zu entscheiden. Die zugrundeliegenden semantischen Begrif-
fe des Tautologischseins oder der logischen Giiltigkeit sind dabei jedoch noch
nicht ausreichend prézise von uns erfasst worden. Wir wollen nun die semanti-
schen Intuitionen, die wir bisher informell durch Bezugnahme auf Spalten oder
Zeilen der Wahrheitstafeln ausgedriickt haben, in exakte Definitionen gieflen,
in denen Ausdriicke fiir Handlungsanweisungen wie “stelle fest. .. schreibe. ..
berechne. ..” durch exakte mathematische Ausdriicke ersetzt werden. Dazu ist
es notig, sich formaler Ausdrucksweisen in der Metasprache zu bedienen: Wie
bereits erklart, ist die Metasprache in unserem Falle diejenige Sprache, in der
wir iiber die Sprache der Aussagenlogik — unsere Objektsprache — sprechen.
Bei dieser Metasprache handelt es sich um die deutsche Sprache, angereichert
durch einige Ausdriicke der Mathematik. Zuerst méchten wir metasprachlich
prézisieren, was es heisst, einem deskriptiven Zeichen einen semantischen Wert
zuzuordnen (weshalb wir es hier auch mit Semantik zu tun haben). Fiir die
Aussagenlogik bedeutet dies, jeder Aussagenvariable einen Wahrheitswert zu-
zuweisen. Anschlieend mdéchten wir zeigen, wie wir aufgrund der von uns fest-
gelegten Bedeutung der logischen Zeichen und auf Basis der Bewertungen der
Aussagenvariablen jeder Formel der aussagenlogischen Sprache ebenfalls einen
Wahrheitswert zuordnen kénnen. Schlielich kénnen wir auf dieser Grundlage
die logischen Eigenschaften und Beziehungen der aussagenlogischen Semantik
genauso exakt definieren, wie Begriffe in der Mathematik definiert werden.

5.2.1 Aussagenlogische Interpretationen

Wir wollen nun also jeder Aussagenvariable genau einen Wahrheitswert zu-
ordnen, so wie wir das informell in den Wahrheitstafeln bereits getan haben.
Genauer gesagt konnten wir jede Zeile der Wahrheitstafel fiir eine Formel A nur
relativ zu einer Zuordnung der Wahrheitswerte w oder f zu den in A vorkom-
menden Aussagenvariablen bestimmen. In der Mathematik nennt man eine
solche Zuordnung, die jedem Element eines gegebenen “Definitionsbereichs”
genau ein Element eines gegebenen “Wertebereichs” zuweist, eine Funktion.
Zur vollsténdigen Angabe einer Funktion gehort also die Festlegung des Defi-
nitionsbereichs — das ist die Menge der sogenannten Argumente der Funktion
(womit hier nicht Argumente mit Primissen und Konklusionen gemeint sind)
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—, des Wertebereichs — das ist die Menge derjenigen Dinge, die der Funktion
als Werte dienen kénnen — sowie die Festlegung einer Zuordnungsregel, die
uns sagt, welcher Wert welchem Argument zugeordnet wird. Ubrigens wird in
der sogenannten Mengentheorie dieser Funktionsbegriff noch um einiges ex-
akter und abstrakter entwickelt. Wir werden zwar in Zukunft immer wieder
ein wenig Mengentheorie anwenden, doch nur so weit dies fiir unsere Zwecke
erforderlich ist, und ohne die Mengentheorie systematisch aufzubauen — dies
ist ja ein Skript zur klassischen Logik und nicht fiir die Mengentheorie.?

Wenn man ausdriicken will, dass f eine Funktion vom Definitionsbereich X
in den Wertebereich Y ist, schreibt man das oft wie folgt an:

FiX oY

Eine aussagenlogische Interpretation hat nun als Definitionsbereich die Menge
{p1,p2,ps3,...} der Aussagenvariablen und als Wertebereich die Menge {w, f}
der Wahrheitswerte. Wir kénnen also festlegen:

Definition 6 Eine aussagenlogische Interpretation ist eine Funktion J, so-
dass:

J: {p17p27p37’ . } — {w’f}

Damit wird lediglich ausgedriickt, dass eine aussagenlogische Interpretation
J jeder Aussagenvariable einen eindeutig bestimmten Wahrheitswert zuordnet.
Zum Beispiel konnte J(p1) = w sein, I(p2) = f, I(p3) = f, I(ps) = w und so
weiter. Eine aussagenlogische Interpretation nimmt in der Tat zugleich unend-
lich viele Zuordnungen vor, da es ja unendlich viele Aussagenvariablen gibt,
die durch eine solche Interpretationsfunktion einen Wahrheitswert erhalten.
Dass eine aussagenlogische Interpretation J eine Funktion ist, schliefit aus,
dass ein und dieselbe Aussagenvariable zugleich mehr als einen Wert unter
ein und derselben Interpretation J aufweist. Aber selbstverstéindlich diirfen
durch J verschiedene Aussagenvariablen zugleich denselben Wert zugewiesen
bekommen: Zum Beispiel heisst, dass J(p1) = w und J(ps) = w der Fall sind,
dass sowohl p; als auch py (wie eventuell auch noch weitere Aussagevariablen)
denselben Wahrheitswert w durch J zugeordnet bekommen.

Intuitiv entsprechen aussagenlogische Interpretationen den Zeilen einer Wahr-
heitstafel, wenn man sich in den Wahrheitstafeln nur auf die Zuordnungen von
Wahrheitswerten zu den Aussagenvariablen konzentriert, und man auflerdem
ignoriert, dass in einer Wahrheitstafel immer nur endlich viele Aussagenva-
riablen bewertet werden, wahrend ja eine aussagenlogische Interpretation zu-
gleich alle (unendlichen vielen) Aussagenvariablen mit einem Wahrheitswert

Eine gute systematische Einfithrung in die Mengentheorie bietet etwa [15].

Hannes Leitgeb: Logik I
Stand: 29.10.2020



130 KAPITEL 5. DIE AUSSAGENLOGISCHE SEMANTIK

versieht. Eine solche aussagenlogische Interpretation ordnet allen Aussagen-
variables den Wert w zu: ¥'(p1) = w, 3 (p2) = w, T (p3) = w, T (ps) = w,. ..
Den anderen Extremfall stellt die aussagenlogische Interpretation dar, welche
alle Aussagenvariablen auf f abbildet: 37(p1) = f, 3" (p2) = f, 3"(p3) = f,
3"(p4) = f,... Dariiber hinaus zihlt auch noch jede weitere kombinatorische
Moglichkeit, Aussagenvariablen auf genau einen der beiden Wahrheitswert zu
beziehen, als aussagenlogische Interpretation, selbst wenn die ndmliche Zuord-
nung so kompliziert wire, dass man sie nicht mehr mittels einer endlichen Regel
zusammenfassen kénnte. Denn in dieser Weise versteht die moderne Mathe-
matik den Funktionsbegriff, und unser Verstindnis von Interpretationen (als
bestimmter Funktionen) entspricht dem mathematischen. In der Tat ldsst sich
mit den Mitteln der Mengentheorie zeigen, dass tiberabzihlbar unendlich viele
aussagenlogische Interpretationen existieren.?

5.2.2 Aussagenlogische Bewertungen

Die Wahrheitstafeln haben uns bereits gezeigt, dass wir beliebige aussagenlo-
gische Formeln auf eine eindeutige Art und Weise bewerten kénnen, wenn wir
alle Aussagenvariablen, die in der Formel vorkommen, bereits mit Wahrheits-
werten interpretiert haben. Dies spiegelt sich nun in unserer formalen Semantik
insofern wider, als wir zu jeder aussagenlogischen Interpretation J — die, wie
gesagt, die Bewertung der Aussagenvariablen in der Wahrheitstafel wiedergibt
— auf eindeutige Art und Weise eine aussagenlogische Bewertung 205 angeben
konnen, die wiederum jeder beliebigen Formel aus F genau einen der Wahr-
heitswerte w oder f zuordnet. Der Definitionsbereich einer Bewertung ist also
nun die gesamte Menge F aller aussagenlogischen Formeln (wie in Kapitel 4
definiert), und der Wertebereich ist abermals die Menge {w, f}. Der Index ‘3’
in ‘5" wird andeuten, dass die Bewertung 205 nur relativ zur Interpretation
J gegeben ist, und dass 205 nach Angabe von J eindeutig bestimmt ist (wie
sich leicht beweisen ldsst). Wir definieren also:

Definition 7

Eine aussagenlogische Bewertung (relativ zur Interpretation J) ist eine
Funktion 205 : F — {w, f}, sodass gilt:

1. Wy(p;) = w gdw I(p;) = w,

2. Wr(—A) =w gdw W5(A) = f,

3. Wi((AAB)) =w gdw W5(A) = w und W5(B) = w,

“Siehe [15] fiir die nétigen mengentheoretischen Definitionen und Theoreme.
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4. W5((AV B)) = w gdw W;(A) = w oder W3(B) = w,
5. W5((A — B)) = w gdw 5(A) = f oder W5(B) = w,
6. W5((A <> B)) = w gdw W5(A) = W5(B).

Die Klauseln 1-6 werden auch ‘semantische Regeln’ genannt. Regel 1 besagt,
dass die Aussagenvariablen durch 205 genauso bewertet werden, wie es durch
die Interpretation J vorgegeben ist. In den Regeln 2 bis 6 werden die komplexen
aussagenlogisch zerlegbaren Formeln auf genau dieselbe Weise bewertet, wie
wir dies in den Wahrheitstafeln fiir die aussagenlogischen Junktoren erklért
haben.

Sehen wir uns dazu gleich ein Beispiel an: Wenn wir den Wahrheitswert von

e p—gAN—r

feststellen wollen, so miissen wir immer eine bestimmte Interpretation J gege-
ben haben — welche wir freilich willkiirlich aussuchen diirfen; hitten wir keine
solche Interpretation gegeben, so wiirde es {iberhaupt keinen Sinn machen, von
dem Wahrheitswert der Formel zu sprechen. Sei J nun eine Interpretation, fiir
die Folgendes gilt:

e 3(p) = w,3(g) = w,3(r) = f.

Damit ist aber unsere Interpretation J eigentlich noch nicht vollstéandig fest-
gelegt, denn wir miifiten ja auch all die anderen unendlich vielen Aussagenva-
riablen interpretieren. Fiir unsere Zwecke reicht diese endliche Festlegung aber
vOllig aus, da ja die Bewertung von p — ¢ A —r nur von der Interpretation
von p,q und r abhingt — der Wahrheitswert der anderen Aussagenvariablen
ist fiir die Bewertung der uns interessierenden Formel irrelevant. Da wir uns
nun fiir eine Interpretation entschieden haben, ist auch der Wahrheitswert der
Gesamtformel eindeutig bestimmt: Da J(r) = f, ist es natiirlich der Fall, dass

o J(r) # w.
Somit gilt gemaf Klausel 1 unserer Bewertungsdefinition, dass
o Wi(r) # w.

Da aber 205 nach Definition eine Funktion ist, die nur die Werte w und f
annehmen kann, heisst die letzte Zeile nichts anderes als

o Ws(r) = f.

Und somit gilt gem&fl Klausel 2:
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o W;(—r) =w.

Da auflerdem J(q) = w, ist gem&f Klausel 1 auch 23(q) = w der Fall, und
somit diirfen wir aufgrund von Klausel 3 behaupten:

o Wi(gN—r)=w.

(Wir haben dabei wieder eine Klammerersparnisregel angewandst.)

So wie bei ¢ ergibt sich auch, dass 205(p) = w. Wir haben nun die Wahr-
heitswerte des Antezedens und des Konsequens unserer Implikationsformel
ermittelt, und geméf Klausel 5 gilt:

e Wy(p— g -r)=w.

Dies entspricht der zweiten Zeile in der Wahrheitstafel dieser Formel, welche
wir auf S.119 erstellt haben.
Hatten wir aber beispielsweise festgelegt, dass

e J(p) =w,3(q) =w,I(r) =w,
dann wire die Bewertung unserer Formel wie folgt ausgefallen:
e Wy(p = gA-r)=f.

Und dies entspriche dann der ersten Zeile unserer damaligen Wahrheitstafel.

Unsere Definition von 205 gibt also in formaler Sprechweise wieder, wie wir
intuitiv gelernt haben, unsere Wahrheitstafeln anzufertigen. Streng genommen
stellt sich die Situation aber eigentlich umgekehrt dar: Die Wahrheitstafeln
stellen eine einfache Methode dar, um die Werte von 205 fiir beliebige In-
terpretationen J ermitteln zu kénnen; die Wahrheitstafeln geben also wieder,
was in der Definition exakt erfasst ist. Didaktisch sind die Wahrheitstafeln der
Definition von 25 zwar vorrangig, in logischer oder systematischer Hinsicht
jedoch ist es gerade umgekehrt.

Noch eine (hoffentlich!) philosophisch interessante Anmerkung zu den obi-
gen semantischen Regeln: Wie man unschwer erkennen kann, verwenden wir
z.B. zur Angabe der semantischen Regel 3. fiir Konjunktionsformeln auf der
rechten Seite von 3. den sprachlichen Ausdruck ‘und’. Das heisst: Wir verwen-
den aussagenlogische Verkniipfungen, um die semantischen Regeln fiir aussa-
genlogische Verkniipfungen anzugeben. Ist das nicht zirkulér? Nein: Denn die
jeweiligen Verkniipfungen gehoren verschiedenen Sprachen an. So verwenden
wir das metasprachliche (deutsche) ‘und’, um die semantische Regel fiir das ob-
jektsprachliche (aussagenlogische) A festzulegen. Und wenn wir die Semantik
eines Zeichen einer kiinstlich von uns “geschaffenen” Sprache angeben wollen,
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ist es auch ganz unvermeidlich, dies auf Basis unseres Vorverstindnisses der
natiirlichen Sprache zu tun: Wie sollten wir denn sonst die Bedeutung von A
erkldren, als mit Hilfe (in unserem Falle) der deutschen Sprache?

Wie bei allen anderen Biichern in allen anderen Wissenschaftsgebieten sind
auch wir gezwungen, beim Leser ein solches Vorverstdndnis einer natiirlichen
Sprache vorauszusetzen, bevor wir die von uns angestrebte Theorie (bei uns
die Theorie der Logik) entwickeln kénnen. Auf dieses Vorverstandnis von ‘und’
bauen wir, wenn wir eine semantische Regel wie 3. formulieren. Analoges gilt
fiir die anderen semantischen Regeln. Sobald sich beim Leser nach dem ge-
nauen Durcharbeiten dieses Buches ein Versténdnis fiir A und fiir die ande-
ren Zeichen unserer logischen Kunstsprachen eingestellt hat, diirfen wir dann
auch diese “Leiter” des natursprachlichen Vorstindnisses — jedenfalls fiir die-
sen Zweck — zur Seite stellen (ein Wittgensteinsches Bild). Es ist auch gar
nicht problematisch, wenn das Studium z.B. des A auf des Lesers Verstdndnis
des natursprachlichen ‘und’ sozusagen “zuriickwirkt”. Im Gegenteil: Dies ist
sogar intendiert. Denn obwohl die Bedeutung von A zunichst auf Basis ei-
nes mehr oder weniger vagen Vorverstdndnisses von ‘und’ festgelegt wurde,
kann dennoch aus der Einbettung dieses intuitiven Vorverstdndnisses in eine
groflere, explizitere und in vielen Teilen mathematisch prézise Theorie auch
ein schérferes Verstindnis von ‘und’ resultieren. Dies ist letztlich genau das,
was wir durch das logische Reprisentieren — z.B. des ‘und’ durch A — erreichen
wollen.

5.2.3 Kontingente, tautologische und kontradiktorische For-
meln

Entsprechend kénnen wir nun unsere im Kapitel 5.1 informell eingefiihrten Be-
griffe ‘kontingent’, ‘tautologisch’ und ‘kontradiktorisch’ mit Hilfe des Begriffs
der Bewertung exakt definieren

Definition 8
Eine Formel A aus F ist kontingent gdw

1. es mindestens eine Interpretation J gibt, so dass 205(A) = w, und
2. es mindestens eine Interpretation J gibt, so dass 25(A) = f.

Eine Formel A ist also kontingent, wenn A bei mindestens einer Verteilung von
Wahrheitswerten auf die in A vorkommenden Aussagenvariablen den Wert w
erhélt und bei mindestens einer Verteilung von Wahrheitswerten auf die in A
vorkommenden Aussagenvariablen den Wert f erhilt; wenn es also in der zu
A gehorigen Wahrheitstafel eine Zeile gibt, in der w unter dem Hauptjunktor
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von A steht, und es auch eine Zeile gibt, in der f unter dem Hauptjunktor von
A steht. Weiters:

Definition 9
Eine Formel A aus F ist tautologisch gdw

fiir alle Interpretationen J gilt: 25(A4) = w.

Eine Formel A ist also tautologisch, wenn A bei jeder Verteilung der Wahr-
heitswerte auf die in A vorkommenden Aussagenvariablen den Wert w erhélt,
wenn also die Wahrheitstafel von A in der Spalte unter dem Hauptjunktor von
A nur ws aufweist. Tautologische Formeln nennt man auch: Tautologien (oder
logische Wahrheiten). Schlielich:

Definition 10
Eine Formel A aus F ist kontradiktorisch gdw

fiir alle Interpretationen J gilt: 5(A) = f.

Eine Formel A ist also kontradiktorisch, wenn A bei jeder Verteilung der Wahr-
heitswerte auf die in A vorkommenden Aussagenvariablen den Wert f erhélt,
wenn also die Wahrheitstafel von A in der Spalte unter dem Hauptjunktor von
A nur fs aufweist. Kontradiktorische Formeln nennt man auch: Kontradiktio-
nen (oder logische Falschheiten).

Wir wollen diejenigen Formeln, fiir die iiberhaupt die “Moglichkeit” exi-
stiert, wahr zu sein, d.h. die kontingenten und tautologischen Formeln, ‘aus-
sagenlogisch erfiillbar’ nennen. Daraus ergibt sich, dass alle anderen Formeln,
die aus logischen Griinden falsch sein “miissen”, d.h. gerade die kontradikto-
rischen Formeln, aussagenlogisch wunerfiillbar sind. Wir kénnen uns dies wie
folgt veranschaulichen:

ENE
o g3
- £
s Kontingente Formeln o=
=+ =
o C:
o =5
=1 5 2
=3

|

Erfullbare Formeln
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Wir haben oben bereits erwéhnt, dass die Tautologien fiir den (Aussagen-)-
Logiker/die (Aussagen-)Logikerin das sind, was die Naturgesetze fiir den Phy-
siker/die Physikerin sind, ndmlich die allgemeinen Gesetze seines/ihres Wis-
senschaftsgebiets — Tautologien sind die (aussagen-)logischen Gesetze.

Um einen besseren Uberblick iiber die verschiedenen Tautologien zu bekom-
men, ist es niitzlich festzustellen, welche Tautologien syntaktisch gleich aufge-
baut sind und welche nicht. Beispielsweise haben ja die folgenden Tautologien
dieselbe syntaktische Struktur:

e pV-p
® gV—q
e (p—=qAr)Vo(p—=qAr)
Anders ausgedriickt: Fiir jede beliebige Formel A ist
e AV-A

eine Tautologie. Das heisst, dass wir fiir die Metavariable ‘A’ in diesem Schema
irgendeine Formel einsetzen konnen und in jedem Fall werden wir dabei eine
Tautologie erhalten. Wir kénnen also durch die Angabe eines Schemas wie
‘AV —A’ mit einem Streich unendlich viele Tautologien erfassen.

Wir geben nun eine Liste wichtiger Tautologienschemata der Aussagenlogik
an, wobei ‘A’, ‘B’, ‘C’ Metavariablen fiir aussagenlogische Formeln sind:®

T1 AV —A (Tertium non datur, “Satz” vom ausgeschlossenen Dritten)
T2 —(AA-A) (“Satz” vom ausgeschlossenen Widerspruch)
T3 A — A (Reflexivitét der materialen Implikation)
T4 A — (B — A) (Paradoxie der materialen Implikation)
T5 —A — (A — B) (Noch eine Paradoxie der materialen Implikation)
T6 (A— (B—(C))— (B— (A— C)) (Antezedensvertauschung)
T7 (A— (B—(C))+ (AN B — () (Importation/Exportation)
T8 AA-A — B (Ex falso quodlibet, Ex contradictione quodlibet)
T9 (A — —A) — —A (Reductio ad absurdum)

T1I0 (A= (B—C))— ((A— B) = (A— C)) (“Dreierschlufl”)

Tl (A— B)—= ((B—C) — (A — C)) (“Kettenschlu3”)

T2 (A-B)A(A—=C)— (A— BACQC)

5Manche dieser Tautologienschemata sind ungiiltig in sogenannten “nicht-klassischen”
Logiken; z.B. sind nicht alle Instanzen von A V —A logisch wahr in der intuitionistischen
Aussagenlogik. Siehe [8].
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T13
T14
T15
T16
T17
T18
T19
T20
T21
T22
T23
T24
T25
T26
T27
T28
T29
T30
T31
T32
T33
T34
T35

(A-B)A(B—C)— (AVB—=C()

(A= B)—= ((AvC)— (BV(O))

(A= B) = (ANC) = (BAC))

((A— B) » A) — A (Peircesches Gesetz)

AN(BV-B) <+ A

AV (BA-B) <+ A

A + = A (Doppelte Negation)

AN B+ BA A (Kommutativitit der Konjunktion)

AV B <> BV A (Kommutativitidt der Disjunktion)

AN (BAC) <+ (AN B)AC (Assoziativitdt der Konjunktion)

AV (BVC)+ (AV B)V C (Assoziativitit der Disjunktion)

A+ AN A (Idempotenz der Konjunktion)

A+ AV A (Idempotenz der Disjunktion)

AN(BVC) < (AANB)V (AAC) (Distributivgesetz 1)

AV (BAC) + (AV B)A(AV C) (Distributivgesetz 2)

(A — B) < (=B — —A) (Kontrapositionsgesetz)

—(A A B) ++ AV —B (De Morgansches Gesetz 1)

—(AV B) ++ “A A =B (De Morgansches Gesetz 2)

A — B) > AV B (“Definition” der materialen Implikation)

A — B) > 7(A A -B) (Noch eine “Definition” der materialen Implikation)
A< B) ¢ (A— B) A (B — A) (“Definition” der materialen Aquivalenz)
A B) & (AAB)V (=AA-B) (Noch eine “Definition” der materialen Aquivalenz)
-(A< B) <> (A< B)

(
(
(
(
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5.2.4 Logische Folge und logische Aquivalenz

Wie wir frither schon bemerkt haben, gibt es neben den logischen Eigenschaf-
ten von S#tzen und Formeln eine ganz fundamentale logische Beziehung zwi-
schen Sdtzen bzw. Formeln, ndmlich die der logischen Folge bzw. logischen
Implikation. Wir mochten in unserer aussagenlogischen Semantik nun genau
festlegen, was es denn heisst, dass eine Formel B aus einer Formel A logisch
folgt bzw. (was gleichbedeutend ist), dass die Formel A die Formel B logisch
impliziert. Wir meinen damit, dass die Wahrheit von B mit der Wahrheit von
A nicht “rein zufillig” verkniipft ist, sondern mit logischer Notwendigkeit:
Wenn A wahr ist, so muss B wahr sein; oder anders ausgedriickt: Wenn A
wahr ist, so kann B nicht falsch sein. Wir kénnen diese Intuition in unserer
aussagenlogischen Semantik wie folgt exakt fassen:

Definition 11
Fiir alle Formeln A und B aus F gilt: A impliziert (aussagen-)logisch B
(bzw. B folgt logisch aus A) genau dann, wenn fiir alle Interpretationen J gilt:

Wenn 205(A) = w, dann W5(B) = w.
Eine dazu dquivalente Formulierung ist die folgende:

e Fiir alle Formeln A und B aus F gilt: A impliziert (aussagen-)logisch B
(bzw. B folgt logisch aus A) genau dann, wenn es keine Interpretation J
gibt, sodass gilt:

Wr(A) = w und W5(B) = f.

Ublicherweise wird ‘impliziert logisch’ (bzw. “folgt logisch aus’) mit dem Sym-
bol ‘=’ abgekiirzt, so dass wir statt ‘A impliziert logisch B’ (bzw. ‘B folgt
logisch aus A’) in Hinkunft oft einfach ‘A = B’ schreiben werden.

Auf analoge Weise lisst sich definieren, was es heisst, dass eine Menge von
Formeln Aj,..., A, der aussagenlogischen Sprache eine Formel B der aussa-
genlogischen Sprache logisch impliziert:

Definition 12

Fiir alle Formeln Ay, ..., A, und B aus F: Ay,..., A, implizieren (aussagen-)
logisch B (bzw. B folgt logisch aus Aj,...,A;) genau dann, wenn fiir alle
Interpretationen J gilt:

Wenn 205(41) = w,. .., W3(A,) = w, dann W3 (B) = w.

Eine dazu dquivalente Formulierung ist wieder die folgende:
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e Fiir alle Formeln Ay, ..., A, und B aus F: Ay,..., A, implizieren (aus-
sagen-)logisch B (bzw. B folgt logisch aus Ay, ..., A,) genau dann, wenn
es keine Interpretation J gibt, sodass gilt:

W; (A1) =w, ..., Wy(A,) =w und W;3(B) = f.

Wieder werden wir oft ‘implizieren logisch’ (bzw. ‘folgt logisch aus’) mit dem
Symbol ‘=’ abkiirzen, sodass wir statt ‘Aq,..., A, implizieren logisch B’ in
Hinkunft oft einfach ‘A;,..., A, | B’ schreiben. Obwohl wir keine Mengen-
klammern um ‘Aq,..., A,’ setzen werden, sollte man sich doch stets verge-
genwirtigen, dass hier nur ausgesagt wird, dass die Formeln Aq,..., A, zu-
sammengenommen — als Menge — die Formel B logisch implizieren. Wann
immer alle der Formeln Ay, ..., A, simultan bei einer aussagenlogischen Be-
wertung wahr sind, ist auch B wahr. Die Wahrheit blof} einer oder einiger der
Formeln Aq,..., A, muss nicht fiir die Wahrheit von B hinreichen.

Hier sind zwei einfache Beispiele, die diese Definitionen illustrieren sollen.
Stellen wir uns erstens vor, wir interessieren uns fiir die Frage, ob z.B. die
Formel p die Formel ¢ logisch impliziert: Ist es also der Fall, dass p = ¢?
Die obige Definition — egal in welcher der beiden zueinander &dquivalenten
Varianten — sagt uns zunéchst nur, was der Fall sein muss, damit p = ¢ der
Fall ist. Dies ist so &hnlich wie in der Mathematik, wenn der Begriff Primzahl
definiert wird: Dies legt nur fest, was der Fall sein muss, damit eine bestimmte
Zahl als Primzahl gilt; die Definition selbst jedoch beantwortet die Frage nicht,
ob eine bestimmte Zahl nun tatséichlich eine Primzahl ist oder nicht. Ahnlich
hier: Die Definition legt nur fest, dass p = ¢ der Fall ist genau dann, wenn
Folgendes der Fall ist: fiir alle Interpretationen J gilt, dass

wenn 205(p) = w, dann Ws(q) = w.

Ist dies nun fiir alle Interpretationen J der Fall? Antwort: Nein. Denn es ist
leicht dazu ein (Gegen-)Beispiel anzugeben: Sei beispielsweise J’ eine Interpre-
tation der Art, dass J'(p) = w, J'(¢) = f, und 7’ allen anderen Aussagenvaria-
blen irgendeinen anderen Wahrheitswert zuordnet (z.B. allen w). Diese so von
uns gewihlte Interpretationsfunktion erfiillt nun in der Tat 2y (p) = w, denn
nach der fritheren Definition von 20 in Sektion 5.2.2 gilt ja, dass Wy (p) =
J'(p), und nach unserer Wahl von 7 ist J'(p) = w. Sie erfiillt jedoch nicht
W~ (q) = w, da aus denselben Griinden gilt, dass Wy (q) = F'(¢) = f. Es ist
daher nicht so, dass fiir alle Interpretationen J gilt, dass wenn 25(p) = w,
dann 205(q) = w. Nach unserer obigen Definition der logischen Folge heifit das
nun aber: Es ist nicht so, dass p = ¢; kurz: es gilt, dass p [~ g. Die Formel p
impliziert die Formel ¢ nicht. Dies sollte auch intuitiv einigermaflen klar sein:
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Wie sollte denn die Wahrheit der Aussagenvariable p mit logischer Notwendig-
keit die Wahrheit der Aussagenvariable g nach sich ziehen, wo doch die eine
mit der anderen logisch gesehen nichts zu tun hat?

Wir sehen also, dass sich das Nichtbestehen einer logischen Folgebeziehung
zwischen zwei Formeln A und B durch Angabe eines Gegenbeispiels (wie J)
bewerkstelligen ldsst: durch Angabe einer Interpretation, unter der sich A als
wahr, B jedoch als falsch erweist. Auf analoge Weise ldsst sich das Nichtbe-
stehen einer Folgebeziehung zwischen Aq,..., A, und B durch Angabe einer
Interpretation nachweisen, die Ay, ..., A, allesamt wahr, B aber falsch macht.

Ein zweites Beispiel: Ist es der Fall, dass p = p V ¢7 Hier sagt uns unsere
Intuition, dass die Folgebeziehung besteht: Die Wahrheit von p sollte doch
zwangsliufig die Wahrheit von p V ¢ (d.h., p-oder-¢) nach sich ziehen. Unsere
obige Definition teilt uns zunéchst wieder einfach mit, was der Fall sein muss,
damit p = pVq der Fall ist: Es muss der Fall sein, dass fiir alle Interpretationen
J gilt, dass

wenn 25(p) = w, dann Wi (p V q) = w.

Ist dem so? Ja. Dies liasst sich auf verschiedene Arten nachweisen: z.B. durch
Anwendung der Wahrheitstafelmethode, die wir bereits kennengelernt haben,
und die sofort zeigt, dass es keine Zeile in der ndmlichen Wahrheitstafel geben
kann, in der zwar p wahr ist, pV ¢ jedoch falsch. (Genau dieses Beispiel hatten
wir schon am Ende von Sektion 5.1.2 behandelt.) Oder aber man fiihrt einen
kleinen, informell gehalten “Beweis” in der Metasprache. Etwa: Sei 7' eine
beliebige Interpretation. Angenommen p ist wahr unter 7', d.h.: Wy (p) = w.
Nach unserer semantischen Regel 4 unserer Definition der aussagenlogischen
Bewertungen (relativ zu vorgegebenen Interpretationen) in Sektion 5.2.2 gilt
dann aber auch: 25 (pVq) = w. Denn Letzteres ist der Fall genau dann, wenn
Wy (p) = w oder Wy (q) = w der Fall ist, und in der Tat ist Wy (p) = w der
Fall (per Annahme). D.h., es gilt: Wenn 205 (p) = w, dann Wy (p V q) = w.
Die Interpretationsfunktion J’ war aber ganz beliebig gewihlt, d.h., es gilt in
Wahrheit sogar: fiir alle Interpretationen J gilt, dass wenn 205(p) = w, dann
auch 25(pV q) = w. Nach unserer obigen Definition der logischen Folge heisst
das aber nichts anderes als: p = pVq. Aus der Formel p folgt logisch die Formel
pVgq.

Das Bestehen einer logischen Folgebeziehung zwischen A und B l&sst sich
also nicht einfach durch Angabe einer bestimmten Interpretation nachweisen;
ein Beispiel wiirde hier nicht reichen, weil man ja etwas fiir alle Interpretatio-
nen nachweisen muss. Stattdessen wendet man die Wahrheitstafelmethode an,
oder man fiihrt einen kleinen metasprachlich formulierten Beweis, oder aber —
im Anschluss an das néchste Kapitel — man leitet B aus A mittels Herleitungs-
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regeln her. Analog verhilt es such auch wieder, wenn gezeigt werden soll, dass
aus mehreren Formeln Ay, ..., A, zusammengenommen die Formel B logisch
folgt.

Betrachten wir nun ein paar weitere Zusammenhénge zwischen einigen der
semantischen Begriffe, die wir bereits eingefithrt haben. Es ist z.B. leicht ein-
zusehen, dass Folgendes der Fall ist:

e A impliziert B logisch genau dann, wenn die materiale Implikation
A — B eine Tautologie ist.

Zum Beispiel ist es offensichtlich der Fall, dass p = pVq gilt, und entsprechend
ist die Formel p — p V q auch eine Tautologie. Beides lésst sich leicht mittels
Wahrheitstafeln fiir diesen konkreten Fall nachweisen, dahinter steht aber die
obige allgemeine Beziehung zwischen logischer Folge und Tautologizitét.

Dariiberhinaus folgt eine Formel aus der leeren Pramissenmenge genau dann,
wenn die Formel eine Tautologie ist: Denn & = A (wobei ‘@’ die leere Menge
benennt) ist genau dann der Fall, wenn es keine aussagenlogische Bewertung
gibt, die alle Pramissen wahr und die Konklusion falsch macht bzw. — da es
hier gar keine Préamissen gibt — genau dann, wenn es keine aussagenlogische
Bewertung gibt, die die Konklusion falsch macht, was wiederum genau dann
der Fall ist, wenn A eine Tautologie ist. Dies rechtfertigt auch die iibliche
Schreibweise

e A

fiir den Sachverhalt, dass A tautologisch ist; links vom Folgezeichen steht keine
Pramisse.

Weiters kénnen wir nun eine Unterscheidung zwischen materialer und logi-
scher Aquivalenz treffen: Wenn wir behaupten, dass zwei Formeln A und B
dquivalent sind, so kénnen wir damit meinen, dass die Formel

e A B

wahr ist; in diesem Falle sind A und B material dquivalent. Sie sind sozusa-
gen dquivalent in der tatsdchlichen oder aktualen Welt — in der “wirklichen
Zeile” der Wahrheitstafel (die wir uns als vorgegeben vorstellen kénnen). Ent-
sprechend lédsst sich auch sagen, dass A und B material dquivalent relativ
zur vorgegebenen Bewertung 25 sind, wenn A und B gemif 205 denselben
Wahrheitswert aufweisen.

Oder aber wir meinen damit, dass

e A& B
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tautologisch ist; dann sind A und B logisch dquivalent. Sie sind dquivalent in
allen Zeilen der Wahrheitstafel. Wir halten also fest:

e Fiir alle Formeln A, B aus F und Interpretationen J gilt: A ist material
dquivalent mit B (relativ zur vorgegebenen Bewertung 205) genau dann,
wenn 2W;(A) = 2W;(B), d.h., W3(A + B) = w.

e Fiir alle Formeln A, B aus F gilt: A ist (aussagen-)logisch dquivalent mit
B genau dann, wenn fiir alle Interpretationen J gilt: 25(A) = W3(B).

Wenn A logisch dquivalent mit B ist, so ist A <+ B natiirlich ebenfalls eine
Tautologie.

Wenn p fiir ‘Richard gehort der romisch-katholischen Kirche an’ und (gA—r)
fiir ‘Richard ist katholisch getauft und nicht ausgetreten’ steht, so sind p und
(g N\ —r) material dquivalent, denn die Formel

e prgAN—r

ist wahr. Die beiden Seiten der Aquivalenzformel sind jedoch nicht logisch
dquivalent: In manchen Zeilen der Wahrheitstafel hitten sie unterschiedliche
Wahrheitswerte. Hingegen sind etwa die Formeln (p A ¢) und (g A p) logisch
dquivalent, ganz egal fiir welche Aussagesitze die Aussagenvariablen p und ¢
stehen: p A ¢ <> ¢ A p ist eine Tautologie. Auch hier gilt, dass die logische
Aquivalenz stérker als die materiale ist:

e Wenn eine Formel A mit einer Formel B logisch dquivalent ist, so ist
A auch mit B material dquivalent (relativ zu egal welcher aussagenlo-
gischen Bewertung, inklusive derjenigen, die der “aktualen Welt” ent-
spricht).

5.2.5 Logisch giiltige und logisch ungiiltige Argumentformen

Nun kénnen wir auch festlegen, wann eine Argumentform (aussagen-)logisch
giiltig ist:

e Eine Argumentform I" der aussagenlogischen Sprache ist (aussagen-)lo-
gisch giiltig gdw es unmoglich ist, den in den Formeln von I' vorkom-
menden Aussagenvariablen derart Wahrheitswerte zuzuordnen, dass die
Berechnung der Wahrheitswerte der in I" vorkommenden Formeln jeder
Préamisse ein w zuordnet und der Konklusion ein f zuordnet.

Oder #quivalent, aber etwas priziser formuliert unter Zuhilfenahme unserer
bereits erfolgten prézisen Definition der logischen Folge:
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Definition 13
Eine Argumentform Ai,...,A, .. B der aussagenlogischen Sprache ist
(aussagen-)logisch giiltig genau dann, wenn Ay,..., A, = B.

Den Ausdruck ‘E’, der hier Verwendung findet, haben wir zuvor schon defi-
niert.

Man beachte dabei, dass fiir beliebige Formeln Ay, ..., A, und B der aussa-
genlogischen Sprache das aussagenlogische sprachliche Objekt Aq,..., A, .. B
eine Argumentform der aussagenlogischen Sprache ist und somit in die uns
interessierende Objektsprache gehort, wahrend ‘Aq,..., A, ... B ist logisch
giiltig’ ein Ausdruck der Metasprache ist, in dem einer Argumentform eine se-
mantische Eigenschaft zugeschrieben wird. Genauso ist auch ‘4y,..., 4, = B’
ein metasprachlicher Ausdruck, in welchem das Bestehen einer semantischen
Beziehung zwischen den objektsprachlichen Formeln A4, ..., A, einerseits und
der objektsprachlichen Formel B andererseits konstatiert wird. (Zusétzlich
kann man noch von, z.B., ‘A . A’ als einem metasprachlichen Schema spre-
chen, welches durch Einsetzen einer aussagenlogischen Formel — sagen wir
p A q — fir die Metavariable ‘A’ zu einer aussagenlogischen Argumentform
wird, ndmlich in diesem Fall zu pAq ... pAq.)

Wir wollen schliellich noch einige Beziehungen zwischen Argumentformen
und Formeln aufzeigen. Dazu muss es uns moglich sein, jeder Argumentform
“ihre” Formel zuzuordnen. Dies ist einfach:

e Die der Argumentform Ay,..., A, ... B entsprechende Formel ist

AiN...NA, — B

(Strikte genommen miisste man hier innerhalb des Antezedens Ay A ... A A,
diverse Klammern setzen, aber es sollte klar sein, dass die Art und Weise der
Klammerung hier semantisch gesehen irrelevant ist, weil die A; durch Kon-
junktionszeichen verkniift sind, bei denen die Reihenfolge ihrer Auswertung
unwichtig ist.)

Nun 148t sich offensichtlich folgendes Verhéltnis feststellen:

e Eine Argumentform I" der aussagenlogischen Sprache ist logisch giiltig
gdw die I' entsprechende Formel aus F eine Tautologie ist.

(Wir verwenden dabei ‘I als Metavariable fiir Argumentformen.)
Zum Beispiel ist es offensichtlich der Fall, dass p,p — ¢ .. ¢ logisch giiltig
ist, und entsprechend ist die dieser Argumentform entsprechende Formel

pA(p—q) —q
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eine Tautologie; und umgekehrt liefle sich ebenso argumentieren.
Weiters gilt folgender Merksatz:

e Wenn die Konklusionsformel B einer Argumentform I" eine Tautologie
ist, so ist I logisch giiltig.

Denn in diesem Fall erhilt die Konklusionsformel der Argumentform in jeder
Zeile der Wahrheitstafel der Argumentform den Wert w. Somit gibt es keine
Zeile, in der séamtliche Pramissen den Wert w erhalten und die Konklusion den
Wert f. Beispielsweise ist die aussagenlogische Argumentform .. pV —p logisch
giiltig.

Ein weiterer Merksatz ist dieser:

e Wenn mindestens eine Priamissensformel A; einer Argumentform I eine
Kontradiktion ist, so ist I logisch giiltig.

Denn in diesem Fall erhilt die fragliche Pramissenformel in jeder Zeile der
Wahrheitstafel der Argumentform den Wert f, und somit gibt es keine Zeile
in der Wahrheitstafel, in der sémtliche Pramissen der Wert w erhalten und die
Konklusion den Wert f. Zum Beispiel handelt es sich bei der aussagenlogischen
Argumentform p A —p .. ¢ um eine logische giiltige Argumentform: Es kann
nicht sein, dass die Pramisse p A —p wahr und zugleich die Konklusion ¢ falsch
ist, da schon die Prédmisse p A —p nicht wahr sein kann. Bei solchen logisch
giiltigen Argumentformen mit kontradiktorischen Pradmissen handelt es sich
jedoch offensichtlich um logische Grenzfille giiltiger Argumentformen, die fiir
das konkrete Argumentieren in den Wissenschaften und die Philosophie nicht
von groferer Bedeutung sind. Wir werden im néchsten Kapitel abermals auf
dieses Thema zuriickkommen, und zwar wenn wir die Herleitungregel des “Ex
Contradictione Quodlibet” (ECW) unserer Herleitungsordnung fiir die Aussa-
genlogik kennenlernen werden: Die Rechtfertigung dieser Herleitungsregel wird
genau in dem Umstand besteht, dass inkonsistente Pramissen (wie p und —p
zusammengenommen) logisch jede beliebige Formel (wie z.B. q) implizieren.%

5.2.6 Ubertragung der Definitionen auf Aussagesiitze und Ar-
gumente

Wir haben bereits gelernt, einen beliebig vorgebenen Aussagesatz A der natiirlichen
deutschen Sprache als aussagenlogische Formel A’ zu reprisentieren — A" war
dann die (aussagen-)logische Form von A. Kurz:

Aussagesatz A — (Reprisentierung) — Formel A’ (= logische Form von A)

SEs gibt auch logische Systeme, in denen aus A und —A zusammengenommen nicht jede
Formel logisch folgt: Man nennt dieselben ‘parakonsistente Logiken’; siche [8].
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7.B. wird der Aussagesatz ‘Elizabeth Anscombe ist eine Philosophin, und Ruth
Barcan Marcus ist eine Philosophin’ durch die aussagenlogische Formel p A ¢
repriisentiert, d.h., p A ¢ ist die (aussagen-)logische Form von ‘Elizabeth Ans-
combe ist eine Philosophin, und Ruth Barcan Marcus ist eine Philosophin’.
Ebenso haben wir ein beliebig vorgegebenes Argument I' der natursprachli-
chen deutschen Sprache als aussagenlogische Argumentform I" reprisentiert
— I war dann die (aussagen-)logische Form von I". D.h.:

Argument I" — (Reprisentierung) — Argumentform I"' (= logische Form von I")

Beispielsweise wird das Argument ‘Elizabeth Anscombe ist eine Philosophin.
Daher: Es ist nicht der Fall, dass Elizabeth Anscombe keine Philosophin ist’
mittels p .-. =—p reprisentiert, d.h. p . =—p ist die (aussagen-)logische Form
von ‘Elizabeth Anscombe ist eine Philosophin. Daher: Es ist nicht der Fall,
dass Elizabeth Anscombe keine Philosophin ist’.

Bislang haben wir alle unsere zentralen semantischen Begriffe — kontingent,
tautologisch, kontradiktorisch, folgt logisch, logisch dquivalent, logisch giiltig —
nur fiir Formeln bzw. Aussageformen (jeweils der aussagenlogischen Sprache)
formuliert. Doch lassen sich diese Begriffe auf Basis der Mittel, die wir bereits
eingefiihrt und diskutiert haben, nunmehr leicht auf Aussageséitze und Argu-
mente erweitern, indem man auf die logischen Formen von Aussagesitzen —
welche aussagenlogische Formeln sind — bzw. auf die logischen Formen von Ar-
gumenten — welche aussagenlogische Argumentformen sind — zuriickgreift. Alle
daraus resultierenden Begriffe sind wiederum Begriffe der aussagenlogischen
Semantik, weil sie direkt oder indirekt auf das Repréisentierungsniveau der
aussagenlogischen Sprache bezogen sind:

e Ein Aussagesatz ist tautologisch gdw seine (aussagen-)logische Form tau-
tologisch ist.

e Ein Aussagesatz ist kontradiktorisch gdw seine (aussagen-)logische Form
kontradiktorisch ist.

e Ein Aussagesatz ist kontingent gdw seine (aussagen-)logische Form kon-
tingent ist.

So ergibt sich zum Beispiel: Da es sich bei p A ¢ um eine kontingente aussa-
genlogische Formel handelt, ist der Aussagesatz ‘Elizabeth Anscombe ist eine
Philosophin, und Ruth Barcan Marcus ist eine Philosophin’ ebenfalls kontin-
gent.

Weiters lasst sich definieren:
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e Fiir alle Aussagesidtze Ay,...,A, und B gilt: Aq,..., A, implizieren
(aussagen-)logisch B (bzw. B folgt (aussagen-)logisch aus Aj,...,A,)
genau dann, wenn fiir die (aussagen-)logischen Formen A},..., Al B’
von, respektive, Aq,..., A,, B gilt:

Yy..., Al implizieren (aussagen-)logisch B’.

e Zwei Aussagesitze sind (aussagen-)logisch dquivalent gdw ihre (aussa-
gen-)logischen Formen zueinander logisch dquivalent sind.

e Ein Argument ist (aussagen-)logisch giiltig gdw seine (aussagen-)logische
Form (aussagen-)logisch giiltig ist.

Daraus folgt zum Beispiel: Da die Formel p die Formel ——p logisch impliziert
bzw. die Argumentform p .". =—p logisch giiltig ist, impliziert auch der Aussa-
gesatz ‘Elizabeth Anscombe ist eine Philosophin’ logisch den Aussagesatz ‘Es
ist nicht der Fall, dass Elizabeth Anscombe keine Philosophin ist’, und das
Argument ‘Elizabeth Anscombe ist eine Philosophin. Daher: Es ist nicht der
Fall, dass Elizabeth Anscombe keine Philosophin ist’ ist logisch giiltig.

Fiir die Anwendung der obigen semantischen Begriffe auf Aussageséitze und
Argumente der natiirlichen Sprache haben wir ja bereits eine Vielzahl von
Beispielen kennengelernt; nun wurden “nur mehr” die prézisen Definitionen
der zugrundliegenden Begrifflichkeiten nachgeliefert.
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Was Sie nach diesem Kapitel (inkl. Ubungen) beherrschen sollten:

Wahrheitstafeln fiir Formeln zu erstellen und aus denselben abzulesen, ob
eine vorgegebene Formel tautologisch, kontradiktorisch oder kontingent
ist;

e Wahrheitstafeln fiir Argumentformen zu erstellen und aus denselben ab-
zulesen, ob eine vorgegebene Argumentform logisch giiltig ist;

e den Begriff der aussagenlogischen Interpretation zu definieren;
e den Begriff der aussagenlogischen Bewertung zu definieren;

e die Begriffe kontingent, tautologisch und kontradiktorisch fiir Formeln zu
definieren;

e den Begriff der logischen Folge fiir Formeln zu definieren;
e den Begriff der logischen Giiltigkeit fiir Argumentformen zu definieren;

e logische Zusammenhénge zwischen diesen semantischen Begriffen wie-
derzugeben;

e diese semantischen Begriffe auf Aussagesitze und Argumente zu iibertragen.
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5.3 Ubungen

Ubung 5.1

e Was ist eine Wahrheitstafel fiir eine aussagenlogische Formel? Wie er-

stellt man eine Wahrheitstafel?

e Erstellen Sie die Wahrheitstafeln zu allen aussagenlogischen Formeln in

Ubung 4.5 (4.1-4.5) mit weniger als 3 oder genau 3 Aussagenvariablen.

Ubung 5.2 Stellen Sie mit Hilfe von Wahrheitstafeln fest, welche der folgen-
den Formeln tautologisch, kontradiktorisch bzw. kontingent sind:

1.
2.

AR

© % N o

10.
11.
12.
13.
14.

(p—=aq)Vig—p)
~(p—=q)V(gA—p)
~((p—=>a)Ap) —q
(p=a)Vig—=r)V(r—p)
(p—=q)V(p—aq
p—=a)=>((p—=>r)—=(@—r))
pV(ng—=r1)—=qV(p—r)
~pAlg—=r) == AP—T)
“(p—=qVr) = (Ve AT
(PAg—= (rAs)VI)A(=(mpV =g) A(=rV =s))
~((pAg) V((rAs)At) —qVi)
pA(ger)—= (pPAgepAT)
pV(mg—=r)eqV(-p—r)

“(pA(@— )@= N P—rT)

Ubung 5.3

e Was ist eine aussagenlogische Interpretation? Was ist eine aussagenlo-

gische Bewertung? Was ist eine Tautologie, was ist eine Kontradiktion,
was ist eine kontingente Formel (geméf exakter Definition iiber Inter-
pretationen und aussagenlogische Bewertungen)?
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e Was kann gemeint sein, wenn man sagt ‘A impliziert B’?

e Was ist die logische Implikation (Aquivalenz): Ein zweistelliger Junk-
tor oder eine zweistellige Relation? Wie ist die logische Implikation
(Aquivalenz) definiert?

e Beweisen Sie:

A impliziert logisch B genau dann, wenn A — B eine Tautologie ist.

(Das ist tibrigens ein metalogischer Satz, also ein Satz der iiber Formeln
“spricht” und diesen Formeln gewisse logische Eigenschaften zuschreibt;
ein Beweis dieses metalogischen Satz ist demnach ein metalogischer Be-
weis. )

Ubung 5.4

e Was ist eine giiltige Argumentform? Was ist ein giiltiges Argument?

e Welche der folgenden Behauptungen sind wahr und welche sind falsch?

1. Ein Argument, das eine falsche Konklusion hat, ist ungiiltig.

2. Ein Argument, das falsche Pramissen und eine wahre Konklusion
hat, ist ungiiltig.

3. Ein Argument, das wahre Préamissen und eine falsche Konklusion
hat, ist ungiiltig.

4. Ein Argument, das lauter wahre Pramissen und eine wahre Kon-
klusion hat, ist giiltig.

5. Jemand, der behauptet, dafl ein bestimmter Schlufl korrekt ist, kann
durch ein einziges Gegenbeispiel widerlegt werden.

6. Wenn ein giiltiges Argument eine falsche Konklusion hat, dann sind
alle seine Préamissen auch falsch.

e Was ist die der Argumentform A, ..., A, ... B entsprechende Formel?
Ubung 5.5

e Uberpriifen Sie die folgenden Argumentformen auf ihre Giiltigkeit unter
Verwendung der Wahrheitstafelmethode:

1. pANq—=rA-s,r—t, - tAp..—p
2. pANgq—=>rAN-s,r —=>t,~tAqg..p—=>r AT
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p—(q—=r),r—=-sA=t,-t—-s. . p—t
—(gqV(p—=r), r—=pA-q..~qVr—s
=(=pV (g — —7)),r = sAt. . tV—q
pAg—1r,gV-r. .p—=(qg—=1r)AN(r—q)
=(-pV—q) =r,rAN(pAqg) —=>pAs..o(pAqg) Vs
pV-p—q,(-rV-as),t—=pA-p..(gNs)A-t
pVa.. ((p—=aq)—q)A(qg—p)

L © NS oW

e Das folgende Argument war in Ubung 3 bereits durch eine Argumentform
zu reprisentieren. (i) Uberpriifen Sie, ob die némliche Argumentform
giiltig ist; (ii) entspricht das Ergebnis aus (i) Ihrer Intuition?

Der Papst ist Deutscher. Daher tritt Osterreich am 1. Januar 2013 genau
dann aus der EU aus, wenn Osterreich dies tut.

e Das folgende Argument war in Ubung 3 bereits durch eine Argumentform
zu reprisentieren. (i) iiberpriifen Sie, ob die ndmliche Argumentform
giiltig ist; (ii) ist dieses Argument ein Beweis fiir die Existenz Gottes?

Bad Goisern ist die Hauptstadt von Oberosterreich und Bad Goisern ist
nicht die Hauptstadt von Obertsterreich. Daher existiert Gott.
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Kapitel 6

Aussagenlogisches Herleiten

6.1 Logische Systeme

Sprache lisst sich in mehrerlei Hinsichten studieren, die verschiedenen Teildis-
ziplinen des Sprachstudiums (in der Philosophie, aber auch in der Linguistik)
korrespondieren:

o Syntaktik ist die Disziplin, welche die Beziehungen der Zeichen unterein-
ander behandelt, wobei diese Beziehungen so ausgedriickt sind, dass da-
bei wiederum nur auf Zeichen Bezug genommen wird. (Z.B.: Zeichenfolge
so-und-so ist ldnger, d.h., enthélt mehr Zeichen, als Zeichenfolge so-und-
so.) In der Syntaktik wird die Syntax einer Sprache untersucht, d.h.,
aus welchen Grundzeichen die sprachlichen Ausdriicke der nimlichen
Sprache aufgebaut sind, wie die grammatikalischen Formationsregeln der
Sprache aussehen, und dergleichen.

o Semantik ist die Disziplin, welche die Beziehungen der Zeichen zu ih-
ren Bedeutungen behandelt bzw. zu den Dingen, fiir die die Zeichen
stehen. Diese Beziehungen konnen daher normalerweise nicht so ausge-
driickt werden, dass dabei ausschliellich auf Zeichen Bezug genommen
wird. (Z.B.: Zeichenfolge so-und-so benennt eine Insel im Mittelmeer.)
Zur Semantik gehort z.B. das Studium der semantischen Regeln, wel-
che angeben, unter welchen Bedingungen ein Aussagesatz einer Sprache
wahr ist.

Dariiber hinaus gibt es noch die Pragmatik, welche die Beziehungen von Zei-
chen zu ihren Beniitzern behandelt, insbesondere die Bedeutung von sprach-
lichen Ausdriicken in der zwischenmenschlichen Kommunikation. (Z.B.: Zei-
chenfolge so-und-so wird dazu verwendet, andere zum Lachen zu bringen.)
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Wenn wir uns auch bereits mit einigen pragmatischen Facetten der Bedeu-
tung von aussagenlogischen Verkniipfungen beschéftigt haben, so betreiben
wir in der Logik doch primér Syntaktik und Semantik. Wenn wir unser Alpha-
bet (Vokabular) angegeben haben, und wenn wir festgelegt haben, was eine
Formel und was eine Argumentform ist, so haben wir uns im Bereich der Syn-
taktik bewegt. Wenn wir hingegen Wahrheitstafeln fiir bestimmte Formeln
angegeben haben, wenn wir die Wahrheitstafelmethode beschrieben haben,
wenn wir festgelegt haben, was eine aussagenlogische Bewertung ist, wenn wir
die Eigenschaften des Tautologisch-Seins, des Kontradiktorisch-Seins oder der
Kontingenz bzw. die Beziehungen der logischen Implikation und A quivalenz
definiert haben, so haben wir uns im Bereich der Semantik bewegt. Denn hier
geht es um die Bedeutungen von Ausdriicken, d.h., in der Aussagenlogik, um
Wahrheitswerte bzw. Wahrheitswertverlaufe.

In diesem Kapitel werden wir die sogenannte deduktive Methode behan-
deln. Diese entstammt dem Bereich der Syntaktik und wird uns letztlich die
Moglichkeit eroffnen, uns dem eigentlich semantischen Begriff der logischen
Folge auch auf eine rein syntaktische Weise néhern zu kénnen.

Bevor wir dies jedoch tun, mochten wir noch etwas allgemeiner festlegen,
was iiberhaupt eine Logik ist. Eine voll ausgebaute Logik besteht aus drei
Komponenten:

1. einer Sprache (syntaktisch),

2. einer semantischen Festlegung von Interpretationen/Bewertungen und
damit verbunden eine Festlegung von wichtigen Begriffen wie denen der
logischen Wahrheit (Tautologizitit in der Aussagenlogik), logischen Im-
plikation und Giiltigkeit,

3. einer syntaktischen Festlegung von weiteren wichtigen Begriffen wie de-
nen der Beweisbarkeit, Herleitbarkeit und deduktiven Giiltigkeit.

Die Begriffe, die unter Punkt 2 und 3 genannt wurden, miissen dabei auf ei-
ne bestimmte Weise miteinander “harmonieren” — wir werden darauf unten
zuriickkommen (“Herleitbarkeit soll logischer Folge entsprechen”), und das-
selbe Thema wird dann auch spéter noch ausfiihrlich unter den Stichworten
‘Korrektheit” und ‘Vollstdndigkeit’ abgehandelt werden.

Die ersten beiden Punkte haben wir fiir den Fall der Aussagenlogik bereits
abgehakt: Wir haben unsere Sprache angegeben, indem wir unser Alphabet
festgesetzt und sodann definiert haben, was Formeln und Argumentformen
sind. Die Regeln, die dabei eine wesentliche Rolle spielten, waren die (syn-
taktischen) Formationsregeln: die Regeln der aussagenlogischen Grammatik.
Damit war der erste Punkt vollstdndig behandelt.
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Anschlieflend haben wir festgesetzt, wann eine Formel tautologisch ist, wann
Formeln eine weitere Formel logisch implizieren, und wann eine Argumentform
giiltig ist. Diese Definitionen basierten auf weiteren Regeln, ndmlich in diesem
Fall den semantischen Regeln, die die Wahrheitsbedingungen fiir komplexe
aussagenlogische Formeln festlegten. Damit war auch der zweite Punkt abge-
hakt.

Dem dritten Punkt wenden wir uns, soweit die Aussagenlogik betroffen ist,
jetzt zu. Wiederum werden wir dabei Regeln kennenlernen: die (abermals syn-
taktischen) Herleitungsregeln. Diese Regeln werden es uns erlauben, logische
Folgerungen auf “quasi-mechanische” Weise zu ziehen bzw. nachzuweisen. Es
handelt bei diesen Regeln weder um grammatikalische noch um semantische
Regeln, sondern um Beweisregeln.

Wir haben bereits im letzten Kapitel den Begriff der logischen Implikation
definiert, der eine semantische Beziehung zwischen Formeln festlegt. Ganz
leicht umformuliert, definierten wir fiir die Formeln der aussagenlogischen
Sprache:

e Fiir alle Ay,..., A, und B gilt: Ay,..., A, implizieren logisch B
(Ay,..., A, = B) genau dann, wenn fiir alle Interpretationen J gilt:

Wenn fiir alle A € {Ay, ..., A,} der Fall ist, dass 205(A) = w, dann
W;(B) = w.

(Wir schreiben ‘€’ um die Elementbeziehung auszudriicken, die zwischen ei-

nem Element einer Menge und der Menge selbst besteht: Z.B. heifit ‘A €

{A1,..., An} nichts anderes als: A ist ein Element der Menge {41,...,A,}.)
Folgende logische Implikationen bestehen dann etwa:

e pANg, q—TET

e pVgqg qEDPVT

Dies kann sofort durch Anwendung der Wahrheitstafelmethode nachgepriift
werden.

Auch die aussagenlogische Giiltigkeit einer Argumentform Aq,..., A, ... B
bestand per definitionem darin, dass die Konklusion logisch aus den Pramissen
folgt:

(] Al,...,An ':B
Man beachte dabei wiederum, dass ein Ausdruck wie

*p,gFEDPANG
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kein Ausdruck der Objektsprache, sondern rein metasprachlich ist. Er besagt,
dass eine Relation zwischen Formeln bzw. zwischen einer gewissen Formelmen-
ge, ndmlich {p, ¢}, und einer Formel, ndmlich p A g, besteht. Eine Argument-
form

®p,q..pAgq

hingegen ist ein Ausdruck der Objektsprache, von dem wir etwa die meta-
sprachliche Aussage treffen kénnen, dass er logisch giiltig ist.

Wir wollen uns nun der deduktiven Methode zuwenden, und die erste Auf-
gabe, die wir uns dabei stellen, besteht darin, einen rein syntaktischen Begriff
zu finden, der dem semantischen Begriff der logischen Implikation (logischen
Folge) entsprechen soll. Dies wird der Begriff der (aussagenlogischen) Herleit-
barkeit sein, und fiir

e B ist herleitbar aus Aq,..., A,
werden wir kurz schreiben:
L4 Al,...,Anl—B.

‘Entspricht’ wird dabei heiflen: Fiir alle Formeln Aq,..., A,, B der aussagen-
logischen Sprache verhilt es sich so, dass

Ay,... Ay = Bgdw Ay,..., A, F B.

In der traditionellen philosophischen Terminologie ausgedriickt: Die Beziehun-
gen = und F stimmen eztensional iberein, wenn auch nicht intensional. D.h.:
Dieselben Formeln stehen (angeordnet) in den Beziehungen | und F (sel-
be Extension!), ohne dass die Bedeutungen von ‘=’ und ‘-’ dieselben wiren
(unterschiedliche Intension!). Dass sich die Bedeutungen von ‘=’ und ‘+’ un-
terscheiden, wird man daran erkennen, dass die Definitionen von ‘=’ und ‘+’
stark voneinander abweichen werden. Anhand einer Analogie erklart: Ange-
nommen es ware zufillig der Fall, dass jedes Lebenwesen im Universum, das
iiber ein Herz verfiigt, auch iiber eine Niere verfiigt, und umgekehrt. Dann
wiirde die Extension von ‘hat ein Herz’ mit der Extension von ‘hat eine Niere’
iibereinstimmen — dieselben Dinge wiirden unter die beiden Begriffe fallen —
wéhrend sich die Intension von ‘hat ein Herz’ von der Intension von ‘hat eine
Niere’ unterscheiden wiirde, weil ‘hat ein Herz’ und ‘hat eine Niere’ unter-
schiedlich definiert sind. Genauso stellt es sich heraus, dass dieselben Formeln
Ay, ..., Ay, B unter die Begriffe ‘=" und ‘+’ fallen, obwohl ‘=" und ‘+’ ganz

unterschiedlich erklart werden — eine hochst bemerkenswerte und nicht-triviale
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Tatsache, die wir hier nur festhalten, nicht jedoch beweisen wollen. (Der Be-
weis wiirde auf der Metaebene erfolgen und wére ein Thema der Fortsetzung
der Logik I.)

Doch wenn immerhin die Extensionen von ‘=’ und ‘+’ iibereinstimmen wer-
den, warum dann iiberhaupt ein syntaktisches Gegenstiick zum semantischen
Begriff der logischen Folge einfiihren? Es gibt mehr als eine Antwort auf die-
se Frage, aber eine gewichtige Antwort ist: Wenn man eine Folgebeziehung
fiir Formeln mit n Aussagevariablen mittels einer Wahrheitstafel tiberpriifen
will, dann sind wenigstens im Prinzip 2" Zeilen mit Wahrheitswertverteilun-
gen zu untersuchen, d.h. die Miihsal der Uberpriifung steigt exponentiell mit
der Anzahl der Aussagevariablen, die involviert sind. Der Nachweis der de-
duktiven Beziehung der Herleitbarkeit von Formeln aus Formeln, also der
Relation +, wird sich in vielen Fillen als bedeutend effektiver erweisen. Al-
lerdings wird dieser Nachweis auch ein gewisses Mafl an Kunstfertigkeit ver-
langen, wohingegen das Aufstellen einer Wahrheitstafel und das Uberpriifen
der Wahrheitstafel auf eine logische Folgebeziehung hin rein automatisch oder
mechanisch erfolgen kann. Spéter in der Pradikatenlogik werden solche “me-
chanischen” Uberpriifungsmethoden mittels Wahrheitstafeln dann gar nicht
mehr zur Verfiigung stehen, weshalb das Herleiten in der Pradikatenlogik eine
noch groBere Rolle spielen wird als in der Aussagenlogik.

6.2 Ein System des natiirlichen Schlief3ens

Die Herleitbarkeit einer Formel B aus Formeln A1, ..., A, weist man dadurch
nach, dass man eine Herleitung von B aus A1, ..., 4, angibt. Und Herleitun-
gen erstellt man mittels Anwendungen einfacher syntaktischer Schlussregeln.
Wir beginnen mit der Angabe einer Reihe von Schlussregeln, die die Basis
unseres Herleitbarkeitsbegriff darstellen werden. Alle Instanzen dieser Schluss-
regeln werden dann als sogenannte deduktiv giiltige Schliisse betrachtet. Die
ersten sechs Regeln sind die folgenden:

(MP) A, A — BF B (Modus Ponens)
(MT) A — B,—BF =A (Modus Tollens)

(

(
(SIMP1) AA BF A (Simplifikation 1)

)
DS1) AV B,—-A+ B (Disjunktiver Syllogismus 1)
DS2) AV B,—-BF A (Disjunktiver Syllogismus 2)
)
)

(SIMP2) A A Bt B (Simplifikation 2)
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Die folgenden Schliisse sind also deduktiv giiltig:
e pAg,pANq—THFT
ep—qVr,o(qgVr)kp

e p—=>qVig—r)—~(p—=>qkF(g—r)

(pVr)V(gNAs),m(gAns)FpVr

pA(gVr)kp
e pA(gAT)FgAT

Wie steht es aber mit dem folgenden Schluss?
e ¢, pV(g—r),~pkr

Dieser Schluss hat nicht die Form einer Schlussregel, aber er ist nichtsdesto-
trotz deduktiv giiltig. Wir kénnen dies wie folgt zeigen:

1.q (P1)

2. -pV (g —r) (P2)
3. 27w (P3)
4.q—r 2., 3. (DS1)
5.1 1., 4. (MP)

Dabei benennen ‘P1’°, ‘P2’ und ‘P3’ die Priamissen, ‘DS1’ die erste Regel des
disjunktiven Syllogismus — die dabei auf die Zeilen 2. und 3. in dieser Rei-
henfolge angewandt wird — und ‘MP’ die Regel des Modus Ponens, welche
auf die Zeilen 1. und 4. der Herleitung wiederum in genau dieser Reihenfolge
angewandt wird. Die Reihenfolge muss mit der Reihenfolge der Préamissen in
unserer urspriinglichen Angabe der Schlussregeln {ibereinstimmen: Z.B. ist das
A in der Anwendung des Modus Ponens hier die Formel ¢ in Zeile 1., wihrend
das A — B hier die Formel ¢ — r in Zeile 4. ist, wobei A vor A — B zu nennen
ist, weil dies nunmal die Reihenfolge der Pramissen bei der obigen Einfiihrung
der Modus Ponens Regel war. Selbstverstdndlich muss die Metavariable ‘A’
auch in beiden Pramissen fiir ein und dieselbe Formel stehen (hier: ¢). Der ho-
rizontale Strich trennt die Préamissen von denjenigen Formeln, die aus diesen
hergeleitet werden. Der Zweck der Angaben auf der rechten Seite ist jeweils die
logische Rechtfertigung oder Begriindung der Formeln, die links davon stehen.
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In der Logik reicht es nicht, einfach nur Behauptungen aufzustellen, sondern
diese miissen unter Rekurs auf klar, prézise und explizit formulierte Regeln
gerechtfertigt werden.

Eine Herleitung wie die obige lésst sich auch durch einen Baum darstellen:

q -pv(q—r) —~-p

(g—r)

Alle an den Astenden dieses sogenannten Herleitungsbaumes stehenden For-
meln sind die Prémissen der Herleitung, und die an der Wurzel des Herlei-
tungsbaumes stehende Formel ist die Konklusion der Herleitung. Man kénnte
auerdem noch die Kanten des Baumes mit Angaben der jeweiligen Schluss-
regeln versehen.

Betrachten wir weitere Beispiele:

e p.p— (q— 1), r,qV(tAs)Ft
1.p (P1)
2.p— (¢— —r) (P2)

.= (P3)

=~ W

.qV(tns) (P4)
.q——-r 1,2 (MP)
g 5., 3. (MT)

N O Ot

.tAs 4., 6. (DS1)
8.t 7., (SIMP1)
e o, p—(q—p) kg

1. -p (P1)
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2. -p— (¢ —p) (P2)

3.q—p 1.,2. (MP)
4. =q 3., 1. (MT)

An dem letzten Beispiel erkennt man, dass man manchmal Priamissen ofter
als nur einmal verwenden muss, um zur Konklusion zu gelangen.

Wir betrachten noch ein Beispiel, bevor wir die deduktive Methode weiter
spezifizieren werden:

o ——t,p— —t,—~t— —q,pV(gVr)kr
1. ==t (P1)
2. p— -t (P2)
3. ——t — —q (P3)
4.pV(qVvr) (P4)
5. -p 2., 1. (MT)
6.gVvr 4., 5. (DS1)
7.-q 1., 3. (MP)
8.7 6., 7. (DS1)

Wir benétigen auch noch andere Schlussregeln, die die vorige Liste an Regeln
erganzen:

(ADD1) A+ AV B (Addition 1)
(ADD2) B F AV B (Addition 2)
(KON) A, B+ AN B (Konjunktion)

)

)

)

(DN1) AF ——A (Doppelte Negation 1)

(DN2) =—A+ A (Doppelte Negation 2)
(DIS) A—C,B— CF AV B — C (Disjunktion)

(TS) AF A (Triviale Schlussform)
) A

(ECQ) A,-AtF B (Ex Contradictione Quodlibet)
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Die einzige ungewohnliche Herleitungsregel scheint ECQ zu sein: Wenn die
Pramissen inkonsistent sind (sie enthalten sowohl A als auch —A), erlaubt
einem dieselbe, jede beliebige Formel (B) herzuleiten. Dies heifit aber nichts
anderes als: Wenn die Menge der Pramissen zusammengenommen logisch “de-
fekt” ist, dann auch die Menge aller ihrer Konklusionen, denn die zweitere
Menge ist dann keine andere als die Menge aller aussagenlogischen Formeln
B. Bei (hoffentlich) konsistenten Theorien in den Wissenschaften, der Mathe-
matik und der Philosophie tritt dieser Fall nicht ein, aber ECQ fangt dennoch
den semantisch korrekten Zusammenhang ein, den wir schon kurz im letzten
Kapitel besprochen hatten: Da es keine aussagenlogische Interpretation ge-
ben kann, relativ zu der sowohl A als auch —A wahr ist, kann es erst recht
keine aussagenlogische Interpretation geben, relativ zu der A und —A wahr
sind, B aber falsch. Nach der (zweiten Formulierung der) Definition der logi-
schen/semantischen Folgerungsbeziehung aus dem letzten Kapitel heifit dies
aber: A,—-A | B, d.h., aus A und —A zusammengenommen folgt logisch je-
de beliebige Formel B. ECQ stellt nur das syntaktisch-deduktive Gegenstiick
zu dieser semantischen Folgerungsbeziehung dar. (Man miisste ECQ iibrigens
gar nicht unbedingt als separate Regel formulieren: Es ldasst sich ndmlich zei-
gen, dass ECQ auch schon aus anderen Regeln, die wir uns vorgeben werden,
ableitbar wire.)

Hier sind nun einige Beispiele fiir Herleitungen auf Basis der bislang ein-
gefithrten Regeln:

e p—qq—r,pk-a(rVvs)
1.p—q (P1)
2.q—r (P2)
3.p (P3)
4.q 3., 1. (MP)
5.7 4., 2. (MP)
6.7Vs 5. (ADD1)

7. -=(rVvs) 6. (DN1)

epE(pVagA(pVr)

1.p (P1)
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2.pVq 1. (ADD1)
3.pVr 1. (ADD1)

4. (pvVaq)AN(pVr) 2., 3. (KON)

e p.q,r=(PAQV(PAT)
1.p (P1)
2. q (P2)
3.1 (P3)
4. pAq 1., 2. (KON)
5.(pAq)V (pAr) 4. (ADDI)

Im letzteren Beispiel sieht man jedoch leicht, dass auch folgende Herleitung
moglich gewesen wire:

1.p (P1)

2.q (P2)

3.1 (P3)

4. pAr 1., 3. (KON)

5 (pAq)V (pAr) 4. (ADD2)

Allgemein: Wenn Ai,..., A, b B der Fall ist, dann heifft dies nur, dass we-
nigstens eine Herleitung von B aus Ay, ..., A, existiert; selbst wenn man sich
nur fiir kiirzest mogliche Herleitungen interessieren wiirde, konnte es deren
viele geben.
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Alle bisherigen Regeln waren von folgender einfachen Form: Wenn dieses und
jenes eine Pramisse ist oder aber bereits hergeleitet wurde, dann darf man im
néchsten Schritt auch dieses und jenes herleiten. Die Regeln dieser Art, die wir
uns im Rahmen unseres Systems des natiirlichen Schlieens vorgeben, nennen
wir ‘Grundschlussregeln’. Wir kommen nun jedoch zu drei wichtigen Regeln,
die eine etwas komplexere Form aufweisen, und die wir ‘Metaregeln’ nennen
wollen: Gegeben seien die Préamissen und alles, was bereits hergeleitet wurde;
nun wird eine Zusatzannahme getroffen; aus all diesen Formeln werden dann
weitere Formeln hergeleitet; je nachdem, was dabei hergeleitet wird, darf die
Zusatzannahme wieder beseitigt werden und stattdessen ein Schluss ohne Zu-
satzannahme gezogen werden. Man spricht dabei von Metaregeln, weil es sich
insgesamt sozusagen um einen metasprachlich formulierten Schluss von solchen
Schliissen auf solche Schliisse hin handelt, die direkt von objektsprachlichen
Formeln zu weiteren objektsprachlichen Formeln fithren.

Die erste solche Metaregel ist der Indirekte Beweis (auch Reductio ad ab-
surdum genannt). Folgende Idee steht hinter dieser Regel: Wir wollen zeigen,
dass unter der Annahme der Pramissen A4, ..., A, die Konklusion B hergelei-
tet werden kann, dass also gilt: Ay,..., A, F B. Dazu nehmen wir zusétzlich
zu den Pramissen Aj,..., A, zunichst einmal auch noch die Negation —B
der gewiinschten Konklusion an und versuchen eine Kontradiktion der Form
C A—C daraus herzuleiten. Gelingt uns dies, so darf der urspriinglich intendier-
te Schluss von Ay,..., A, auf B ohne Zusatzannahme durchgefiihrt werden.

Formal prazise ausformuliert lautet die Regel:

(IB) Wenn Aj,...,A,,-B F C A =C eine Schlussregel ist, dann ist auch
Ay, ..., A, F B eine Schlussregel; kurz:

Ay, Ay, =B CA=C
AL,... A, FB

Die semantische Idee dahinter ist diese: Angenommen es besteht die lo-
gische/semantische Folgerungsbeziehung A;,..., A,,—B | C A =C. Da die
Konklusion, die sich unter der Zusatzannahme von —B ergibt, eine kontradik-
torische Formel ist, erhélt sie relativ zu jeder aussagenlogischen Interpretati-
on den Wert f. Somit kann es nicht der Fall sein, dass sédmtliche Pramissen
zugleich den Wert w erhalten, da dann ja aufgrund des Bestehens der Fol-
gerungsbeziehung C' A =C' ebenfalls wahr sein miisste. Dies heifit, dass unter
der Annahme, dass alle A; den Wert w erhalten — die Formeln A; sind ja die
Pramissen, deren Wahrheit von vornherein vorausgesetzt wurde — die Formel
=B den Wert f und somit die Formel B den Wert w erhalten muss. Es folgt al-
so B aus den Pramissen Ay,..., A,, d.h.: Ay,..., A, E B. Kurz: Wiirde man
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iiber und unter dem Bruchstrich in IB das Herleitbarkeitszeichen ‘-’ durch das
Zeichen ‘=’ fiir die semantische Folgerungsbeziehung ersetzen, dann wire der
IB-Schluss korrekt. Durch IB ldsst sich nichts schlieflen, dass sich nicht auch
schon fiir die semantische Folgerungbeziehung ergeben wiirde.

Hier sind zwei Anwendungsbeispiele dieser Regel:

e -p— —q,qkp
1. =p — —q (P1)

2.q (P2)

3. || -p (IB-Annahme)
4. || =¢ 3., 1. (MP)

5. gN—gq 2., 4. (KON)
6. p 3.-5. (IB)

Wir signalisieren dabei durch die Verwendung der zwei vertikalen Striche (‘||
denjenigen Teil der Herleitung, welcher unter der Annahme —p des indirekten
Beweises erfolgt. Zeile 6 steht dann wieder auflerhalb dieses Annahmenteils,
denn auf p kann nun ja ohne irgendwelche Zusatzannahmen (abgesehen von
den urspriinglichen Pramissen P1 und P2) geschlossen werden. ‘||” hat dabei
aber eine rein “visuelle” Funktion: Es handelt sich dabei nicht etwa um ein
logisches oder inhaltlich sonst irgendwie relevantes Zeichen.

Achtung: Diese letzte Herleitung hétte nicht einfach mittels Modus Tollens
erfolgen konnen: MT erfordert, dass die zweite Préamisse, auf die er angewandt
wird, eine Negationsformel ist; ¢ oben ist aber keine Negationsformel. Was man
jedoch sehr wohl hétte machen kénnen: ¢ zunéchst doppelt zu verneinen; dann
Modus Tollens anzuwenden, um ——p zugewinnen; und schliefflich die doppelte
Negation in ——p wieder zu eliminieren. Man hétte p in diesem Fall also auch
ohne die Anwendung der IB-Regel aus den Prémissen herleiten kénnen.

Hier ist noch ein anderes Beispiel:

e (pAT)Vg,—phq
1.(pAT)Ve (P1)
2.-p (P2)

3. || 7¢ (IB-Annahme)

Hannes Leitgeb: Logik I
Stand: 29.10.2020



6.2. EIN SYSTEM DES NATURLICHEN SCHLIESSENS 163

4. || pAr 1., 3. (DS2)
5 || p 4. (SIMP1)

6. | pA—p 5., 2. (KON)
7.q 3.-6. (IB)

Bei allen solchen Metaregeln gilt: Wenn die Anwendung der Metaregel beendet
ist — z.B. endet die Anwendung von IB im letzten Beispiel in Zeile 7 — dann gilt
ab dort auch die urspriingliche Annahme fiir die ndmliche Metaregel — hier in
Zeile 3 — genauso als entfernt oder geloscht wie die ganze Sub-Herleitung, wel-
che sich von der Annahme bis zu der Zeile unmittelbar vor der Konklusion der
Metaregel erstreckt. Im vorigen Beispiel diirfte also nach der Zeile 7 auf keine
der Zeilen 3—6 mehr verwiesen werden. Natiirlich diirfte man aber auf die Kon-
klusion der Metaregel — im vorigen Beispiel die Formel g in Zeile 7 — weitere
Herleitungsregeln anwenden, da diese Konklusion ja nunmehr ohne Zusatzan-
nahmen erschlossen wurde. Man beachte, dass die Konklusion der Anwendung
eines IB (im letzten Beispiel: q) nicht notwendigerweise mit der “Gesamtkon-
klusion” der gesamten Herleitung {ibereinstimmen muss. In den letzten beiden
Beispielen war dies zwar der Fall, wir werden aber auch Herleitungen kennen-
lernen, in denen die Konklusion des IB blofl einen Zwischenschritt auf dem
Weg zur Herleitung der gewiinschten endgiiltigen Konklusion in der letzten
Zeile der nadmlichen Herleitung darstellt. Analoges gilt auch fiir die beiden
anderen Metaregeln, die wir in der Aussagenlogik kennenlernen werden.

Die zweite Metaregel ist der Konditionale Beweis: Angenommen wir wollen
unter der Annahme der Priamissen Ay,..., A, die Implikationsformel B — C
herleiten. Wir nehmen dann B zunéchst als Zusatzannahme zu den Pramissen
hinzu und leiten C her. Wenn dies gelingt, diirfen wir ganz ohne Zusatznahme
auf B — (' schlieflen.

Als préazise Herleitungsregel formuliert:

(KB) Wenn Ay,...,A,, B+ C eine Schlussregel ist, so ist auch A;,..., A, F
B — C eine Schlussregel; kurz:

Ay,..., Ay, BFC
Ay,..., A, F B=>C

Semantisch kénnen wir dafiir wie folgt argumentieren: Wenn die semantische
Folgerungsbeziehung Ai,..., A, &= B — C nicht besteht, dann muss unter
der Annahme der Wahrheit der Pramissen A; die Formel B — C den Wert f
erhalten kénnen. In dem némlichen Falle muss dann aber B den Wert w und
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C den Wert f erhalten. Dies zieht jedoch nach sich, dass in diesem Falle auch
sdmtliche Formeln A4, ..., A,, B wahr sind, die Formel C' jedoch falsch. Somit
kann dann auch die semantische Folgerungsbeziehung A, ..., A,, B = C nicht
bestehen. Anders ausgedriickt: Wenn Aj,...,A,, B = C besteht, so besteht
auch Aj,..., A, E B — C. Die Regel KB erweist sich somit als korrekt
gemessen an der semantischen Folgerungsbeziehung: Durch KB lésst sich nicht
herleiten, was iiber die semantische Folgerungsbeziehung hinausgehen wiirde.
Wir bringen gleich ein paar Beispiele dazu:

e pVrkp—r
1. =pVvr (P1)
2. || p (KB-Annahme)
3. ] =—p 2. (DN1)
4. || r 1., 3. (DS1)
5.p—r 2.4. (KB)

e p—=>qq—=rkEp—=gAr
1l.p—q (P1)
2.q—r (P2)
3.l » (KB-Annahme)
4. ¢ 3., 1. (MP)
5. r 4., 2. (MP)
6. || gnr 4., 5. (KON)

7.p—qgAr 3.-6. (KB)

e ~(qVr)FgVvp—p
1. =(gVvr) (P1)
2. || ==¢ (IB-Annahme)

3. ¢ 2. (DN2)
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4. | ¢vr 3. (ADD1)

5. (gvr)A—=(gVvr) 4., 1. (KON)
6. ~q 2.5. (IB)

7.l ¢vVp (KB-Annahme)

8. |p 7.,6. (DSI)

9.qVp—p 7-8.(KB)

An dem letzten Beispiel sieht man, dass man selbstverstdndlich auch mehr als
eine Metaregel in einer Herleitung zur Anwendung bringen kann.

Schliefllich kommen wir zur dritten Metaregel, dem Beweis durch vollstdin-
dige Fallunterscheidung: Wenn wir zeigen wollen, dass die Formel C' unter der
Annahme der Pramissen Aq,..., A, herleitbar ist, dann kann man dies auch
dadurch bewerkstelligen, dass man sowohl zeigt, dass unter der Zuhilfenahme
der Pramisse B die Formel C' herleitbar ist, als auch unter Zuhilfenahme der
Pramisse = B. Dies ist vielleicht auf den ersten Blick nicht so leicht einzusehen.
Es lisst sich jedoch wieder eine semantische Argumentation dafiir vorbringen,
erklart anhand eines einfachen Beispiels: Angenommen, die Argumentform
B . C ist giiltig und ebenfalls die Argumentform —B *. C'. Nun muf} in unserer
Logik, in der das sogenannte Bivalenzprinzip gilt, entweder B oder aber =B
wahr sein und die jeweils andere Formel falsch. Aus demselben Grunde ist
ja auch die Formel B V =B immer wahr, also eine Tautologie. Wenn nun C
sowohl aus B als auch aus =B folgt, dann folgt C' doch auch aus BV —B. Das
Uberpriifen der Giiltigkeit der Argumentform BV —B .*. C' unterscheidet sich
aber in nichts vom Uberpriifen der Argumentform .-, C' auf deren Giiltigkeit
hin: In beiden Féllen heifit Giiltigkeit, dass C' in allen Zeilen der Wahrheitstafel
ein w aufweisen muss. BV —B fiigt also nichts Wesentliches hinzu und ist somit
vernachléssigbar. Kurz: Wenn sowohl B .-, C' als auch =B .. C' logisch giiltig
sind, so auch .". C'. Dies ist nur ein Beispiel fiir die Giiltigkeit der allgemeiner
formulierten Schlussregel der Fallunterscheidung.

Diese lautet nun so:

(FU) Wenn Ai,...,A,,BF C und Ay,...,A,,~B F C Schlussregeln sind,
dann ist auch Ay,..., A, F C eine Schlussregel; kurz:

Ai,..., Ay, BFC Ai,...,Ap,~BFC
A, A FC
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Wiirde die semantische Folgerungsbeziehung Ay, ..., A, | C nicht bestehen,
so wire es logisch moglich, dass alle A; den Wert w erhielten und C' den Wert
f. Dann diirfte aber auch mindestens eine der vorausgesetzen Folgerungsbe-
ziehungen A,...,A,,B E C bzw. Aj,...,A,,~B | C nicht bestehen, da
in dem Falle ja entweder B oder aber =B den Wert w erhielte. Anders aus-
gedriickt: Wenn Ap,...,A,,B = C und A,...,A,,~B = C, dann auch
A1, ..., Ay E C. FU erlaubt einem daher keine Schliisse, die nicht auch schon
durch die semantische Folgerungsbeziehung gerechtfertigt wéren.
Hierzu wieder einige Beispiele:

ep—r,—p—>skrvs
l.p—r (P1)
2. p—s (P2)

3.l p (FU-Annahme 1)

W

I 3., 1. (MP)

ot

.|| rVvs 4. (ADD1)
6. || -p (FU-Annahme 2)
7.1 s 6., 2. (MP)

oo

.|l rvs 7. (ADD2)

9.rVs 3.-8. (FU)

Man beachte dabei, dass gefordert ist, dass die Konklusion aus der FU-An-
nahme 1 — diese Konklusion steht hier in Zeile 5 — und die Konklusion aus der
FU-Annahme 2 — die Konklusion findet sich hier in Zeile 8 — genau dieselben
sind, und dass die FU-Annahme 2 unmittelbar nach der Konklusion aus der
FU-Annahme 1 getroffen wird.

e p—qgk-pVg
1.p—q (P1)
2. || p (FU-Annahme 1)
3.l ¢ 2., 1. (MP)

4. ~pVq 3. (ADD2)
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5.

6.

7.

o (-pV—q) =1, rA(PAG) = pAsE(pAQ Vs

1.

\V)

| =p (FU-Annahme 2)
| -pVq 5. (ADDI)

~(-pV—q) —r (P1)

rA(pAqg) —pAs (P2)

w

W

ot

(=)

J

8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19

| pAg (FU-Annahme 1)
| || = (IB-Annahme)
[l ==(=pV —q) 1. 4. (MT)
||| =pV —q 5. (DN2)
| |l ¢ 3. (SIMP2)
| Il =—¢ 7. (DN1)
||l =p 8., 6. (DS2)
||l p 3. (SIMP1)
Il pA=p 10.,9. (KON)
| 7 4.-11. (IB)
| 7A(pAg) 12., 3. (KON)
| pAs 13., 2. (MP)
| s 14. (SIMP2)
| =(pAg)Vs 15. (ADD2)
| =(pAq) (FU-Annahme 2)
| =(pAg)Vs 17. (ADD1)

.=(pAq) Vs 3-18. (FU)
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Wie schon einmal zuvor werden hier in einer Herleitung zwei Metaregeln ver-
wendet. Anders als zuvor sind diese hier jedoch ineinander verschachtelt: Die
Anwendung des IB findet innerhalb der Anwendung der FU statt! Darin ist
nichts problematisch, aufler dass man gewéhrleisten muss, dass immer die zu-
letzt begonnene Anwendung einer Metaregel wiederum als erste beendet wird.
Es darf nicht sein, dass die Annahme einer ersten Anwendung einer Metaregel
getroffen wird, dann die Annahme einer zweiten Anwendung einer Metare-
gel, dann aber die erste Anwendung der namlichen Metaregel vor der zweiten
Anwendung geschlossen wird. Anwendungen von Metaregeln diirfen also zwar
ineinander geschachtelt sein, sie diirfen sich jedoch nicht “iiberkreuzen”.

In dem Bereich der Herleitung, der unter zwei ineinander verschachtelten
Annahmen vor sich geht, haben wir entsprechend ‘||” zweimal angeschrieben,
um die Verschachtelungstiefe entsprechend zu verdeutlichen. Bei drei ineinan-
der verschachtelten Annahmen wiirden wir ‘||’ dreimal angeben, usw.

Die letzte Herleitung demonstriert auch (wie bereits angekiindigt), dass die
Konklusion einer Metaregel wie des IB nicht mit der Endkonklusion einer
Herleitung iibereinstimmen muss: r in Zeile 12 stellt blofl einen Zwischenschritt
auf dem Weg zur Herleitung von —(p A q) V s in Zeile 19 dar.

Was uns noch fehlt, sind Herleitungsregeln fiir die materiale Aquivalenz <.
Dazu geben wir uns die folgenden Grundschlussregeln vor:

(AQ-EIN) A — B,B — A+ A « B (Einfithrung der Aquivalenz)
(AQ-ELIM1) A ++ B+ A — B (Elimination der Aquivalenz 1)
(AQ-ELIM2) A <+ B+ B — A (Elimination der Aquivalenz 2)

Damit ist das Schlussregelwerk unseres Systems des natiirlichen Schlieffens
abgeschlossen. Es ist nun moglich, auf Basis dieser Regeln den Begriff der
Herleitbarkeit einer Formel B aus Formeln Aq,..., A, exakt zu definieren.
Hétten wir es dabei ausschliefilich mit Grundschlussregeln zu tun, wire diese
Definition auch ganz leicht anzugeben:

Definition 14

e Eine Herleitung einer Formel B der aussagenlogischen Sprache F aus den
Formeln Ay,..., A, in F rein auf Basis der Grundschlussregeln ist eine
Folge von Formeln in F derart, dass deren erste n Formeln die Formeln
Ai,..., A, (in dieser Reihenfolge) sind, dass deren letzte Formel die
Formel B ist, und dass jede Formel dazwischen (sagen wir: mit Nummer
k) sowie auch B selbst (k wiire dann die Nummer der letzten Zeile) das
Resultat der Anwendung einer unserer Grundschlussregeln auf Formeln
ist, welche bereits zuvor (also vor Nummer k) in der Folge vorkommen.
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e Eine Formel B der aussagenlogischen Sprache F ist rein auf Basis der
Grundschlussregeln aus den Formeln Aq,..., A, in F herleitbar genau
dann, wenn es eine Herleitung von B aus den Formeln Ay, ..., A, rein
auf Basis der Grundschlussregeln gibt.

Die Présenz unserer drei Metaregeln verkompliziert die allgemeine Definition
von

e eine Formel B der aussagenlogischen Sprache F ist aus den Formeln
Aq, ..., Ay in F herleitbar (kurz: Aq,..., A, B)

jedoch. Und zwar aus den folgenden Griinden: Weil die drei Metaregeln im
Vergleich zu den Grundschlussregeln — aber auch untereinander — syntaktisch
unterschiedlich gebaut sind; weil man in der Definition festlegen muss, dass
alle Anwendungen von Metaregeln innerhalb einer Herleitung abgeschlossen
sein miissen, und dass bei Anwendung einer Fallunterscheidung (FU) der Fall
1 abgeschlossen sein muss, bevor Fall 2 abgehandelt wird; weil man aulerdem
angeben muss, dass sich die Anwendungen von Metaregeln innerhalb einer
Herleitung nicht tiberkreuzen diirfen; und weil man schliefllich auch noch ver-
langen muss, dass in keiner Zeile einer Herleitung auf eine frithere Zeile Bezug
genommen wird, die sich innerhalb einer bereits abgeschlossenen Anwendung
einer Metaregel befindet, sowie Zeilen, die zu einer FU-Annahme 2 gehoren,
nicht auf Zeilen Bezug nehmen diirfen, die zu der zugehorigen und vorherigen
FU-Annahme 1 gehoren. Aus diesen Griinden verzichten wir darauf, die ex-
akte Definition von F anzugeben und vertrauen stattdessen darauf, dass diese
aus den Erlduterungen in dieser Sektion hinreichend klar geworden ist, und
dass es ebenso klar ist, dass die Definition vollstdndig prézise und rein unter
Zuhilfenahme von syntaktischen Begriffen angegeben werden konnte.

Zum Abschluss stellen wir alle Regeln unseres Systems des natiirlichen
Schlieflens in der Aussagenlogik noch einmal biindig zusammen.

6.3 Zusammenfassung der Regeln unseres aussagen-
logischen Systems des natiirlichen Schlief3ens

(MP) A,A — BF B (Modus Ponens)

(MT) A — B,-BF =A (Modus Tollens)

(DS1) AV B,—-AF B (Disjunktiver Syllogismus 1)
)

(DS2) AV B,-Bt+ A (Disjunktiver Syllogismus 2)

Hannes Leitgeb: Logik I
Stand: 29.10.2020



170 KAPITEL 6. AUSSAGENLOGISCHES HERLEITEN

(SIMP1) AA BF A (Simplifikation 1)
(SIMP2) A A Bt B (Simplifikation 2)
(ADD1) A+ AV B (Addition 1)
(ADD2) B+ AV B (Addition 2)
(KON) A, B+ A A B (Konjunktion)
(DN1) AF ——A (Doppelte Negation 1)
(DN2) =—=A+ A (Doppelte Negation 2)
(DIS) A— C,B— CF AV B — C (Disjunktion)
(TS) AF A (Triviale Schlussform)
(ECQ) A,-AF B (Ex Contradictione Quodlibet)
(AQ-EIN) A — B,B — Al A < B (Einfithrung der Aquivalenz)
(AQ-ELIM1) A +» B+ A — B (Elimination der Aquivalenz 1)
)

(AQ-ELIM2) A <+ B+ B — A (Elimination der Aquivalenz 2)

(IB) Wenn Aj,...,A,,-B F C A =C eine Schlussregel ist, dann ist auch
Aq,..., A, F B eine Schlussregel; kurz:

Ai,... Ay, ~BFCA=C
AL,... A, FB

(KB) Wenn Ay,...,A,, B+ C eine Schlussregel ist, so ist auch A;,..., A, F
B — C eine Schlussregel; kurz:

Ay,..., Ay, BFC
Ay,..., A, F B=>C

(FU) Wenn A;,...,A,,BF C und Ay,...,A,,~B F C Schlussregeln sind,
dann ist auch Ay,..., A, F C eine Schlussregel; kurz:

Ai,... Ay, BFC Ay,..., Ay, —-BFC
AL, A FC
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Wie wir bald sehen werden, kénnten wir auf einige dieser Regeln verzichten,
ohne dass die Extension, also der Begriffsumfang, des Herleitbarkeitszeichens
‘" davon beeintrichtigt wéire. In anderen Worten: Einige der obigen Regeln
sind redundant. Solche redundanten Regeln kénnen das Herleiten aber immer-
hin abkiirzen oder iibersichtlicher gestalten, weshalb die Nicht-Redundanz der
logischen Herleitungsregeln in einem System solcher Regeln nicht unbedingt
ein Ziel sein muss.

6.4 Faustregeln fiir das aussagenlogische Herleiten

Eine Formel aus Prdmissen herzuleiten, ist nicht immer einfach, und es exi-
stiert dabei kein “Kochrezept”, welches immer zum gewiinschten Ergebnis
fithren wiirde. Letztlich macht nur Ubung den Meister! Die folgenden Faust-
regeln mogen aber immerhin als kleine Hilfestellung beim Herleiten dienen:

Ist eine Prdmissenformel eine “gerade” Negationsformel ——A, so versuche
man eine Doppelte Negation anzuwenden.

Ist eine Prdmissenformel eine “ungerade” Negationsformel —C\, so versuche
man einen Indirekten Beweis, und zwar so, dass man die fragliche Priamis-
senformel —C' als das zweite Konjunkt des fiir die Durchfiithrung des Indirekten
Beweises notwendigen Widerspruchs (C' A —=C') verwendet.

Ist eine Prdimissenformel eine Konjunktionsformel (A A B), so versuche man
eine Simplifikation anzuwenden.

Ist eine Prdmissenformel eine Disjunktionsformel (A V B), so versuche man
einen Disjunktiven Syllogismus anzuwenden.

Ist eine Pramissenformel eine Implikationsformel (A — B), so versuche man
einen Modus Ponens oder einen Modus Tollens anzuwenden.

Ist eine Prdmissenformel eine Aquivalenzformel (A <+ B), so versuche man
eine Aquivalenzelimination anzuwenden.

Ist die Konklusionsformel eine “gerade” Negationsformel ——A, so versuche
man, A herzuleiten, um sodann eine Doppelte Negation anzuwenden.

Ist die Konklusionsformel eine “ungerade” Negationsformel —B, so versuche
man einen Indirekten Beweis, und zwar so, dass man die Negation =——B der
Konklusionsformel als Pramisse annimmt und versucht, mit deren Hilfe einen
Widerspruch der Form (C' A —~C) herzuleiten.
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Ist die Konklusionsformel eine Konjunktionsformel (A A B), so versuche man
einerseits A und andererseits B herzuleiten, um sodann eine Konjunktion
anzuwenden.

Ist die Konklusionsformel eine Disjunktionsformel (D V E), so versuche man
D oder E herzuleiten, um sodann eine Addition anzuwenden; in manchen
Fallen muss ein Beweis durch vollsténdige Fallunterscheidung ange-
wandt werden, und zwar so, dass man in einem Fall die Konklusionsformel
durch Addition aus der Formel D gewinnt und im anderen Fall die Konklusi-
onsformel durch Addition aus der Formel F gewinnt.

Ist die Konklusionsformel eine Implikationsformel (B — C'), so versuche man
einen Konditionalen Beweis, und zwar so, dass man das Antezedens B der
Konklusionsformel als Priamisse annimmt und versucht, mit deren Hilfe das
Konsequens C der Konklusionsformel herzuleiten.

Ist eine Konklusionsformel eine A quivalenzformel (A < B), so versuche man,
(A — B) und (B — A) herzuleiten, um sodann eine Aquivalenzeinfithrung
anzuwenden.

6.5 Deduktive Giiltigkeit, Beweisbarkeit und abge-
leitete Schlussregeln

Auf der Basis der Herleitbarkeitsbegriffes konnen wir nun die folgenden wei-
teren syntaktischen Begriffe definieren:

Definition 15

e Eine Argumentform Aq,..., A, .. B der aussagenlogischen Sprache ist
deduktiv giiltig gdw Aq,..., A, F B.

e Eine Formel A in F ist beweisbar (pramissenfrei herleitbar, = A) gdw A
aus der leeren Prémissenmenge herleitbar ist.

So wie logische Giiltigkeit von Argumentformen frither einmal auf den Begriff
der logischen Folge zuriickgefithrt wurde, wird also die deduktive Giiltigkeit
von Argumentformen auf den Begriff der Herleitbarkeit zuriickgefiihrt.
Beweisbare Formeln sind solche, die ohne jegliche Annahmen herleitbar sind,
so wie frither die unbedingte Wahrheit von Tautologien keinerlei Annahmen
bedurften. Hier sind ein paar typische Beispiele fiir beweisbare Formeln:

[ ] l—p\/—|p
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1. || p (FU-Annahme 1)
2. ||pv-p 1. (ADD1)

3. || -p (FU-Annahme 2)
4. ||pVv-p 3. (ADD2)

5.pV-p 1-4.(FU)

e - (pA-p)
1. || ==(pA=p) (IB-Annahme)
2. | pA—-p 1. (DN2)

3. 7(pA—-p) 1.-2.(IB)

ekp—p
1. || p (KB-Annahme)
2. || p 1. (TS)

3.p—p 1-2. (KB)

e -(pAg—1)=>(p—(g—1))

1.|| (pAg—r) (KB-Annahme)

2. || p (KB-Annahme)

3.l ¢ (KB-Annahme)

L lpAg 2.3 (KON)

50| r 4., 1. (MP)

6.1l ¢g—r 3-5. (KB)

7 |p—(g—r) 2-6.(KB)

8. (pAg—1)=>(pP—(¢g—r)) 1-7. (KB)
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So wie wir die semantischen Begriffe der Tautologizitéit von Formeln, der
logischen Folgebeziehung zwischen Formeln und der logischen Giiltigkeit von
Argumentformen letztlich auf Aussagesidtze und Argumente der natirlichen
Sprache erweitert haben, lassen sich auch die syntaktischen Begriffe der Be-
weisbarkeit von Formeln, der Herleitbarkeitsbeziehung zwischen Formeln und
der deduktiven Giiltigkeit von Argumentformen auf Aussageséitze und Argu-
mente der natirlichen Sprache erweitern. Wir werden darauf weiter unten
zuriickkommen.

Schliellich lassen sich neben den Grundschlussregeln und den drei Meta-
regeln — welche zusammengenommen das von uns vorgegebene System des
natiirlichen Schlieflens festlegen — auch noch sogenannte abgeleitete Schlussre-
geln anwenden, wir miissen jedoch zuerst noch zeigen, dass diese auch zuléssig
sind.

Eine sehr praktische solche abgeleitete Schlussregel ist:

(HS) A— B,B — C+ A — C (Hypothetischer Syllogismus)

Wie diese Schlussregel aus den vorgegebenen Regeln abzuleiten ist, sollte mitt-
lerweile klar sein: Ein konditionaler Beweis mit zwei Anwendungen des Modus
Ponens reicht dafiir hin. Wie immer diirfen dann fiir die Metavariaben ‘A’,
‘B, ‘C” beliebige aussagenlogische Formeln eingesetzt werden.

Weitere gebriduchliche abgeleitete Schlussregeln sind:

(KOMM-A) AA BF BA A (Kommutativitdt der Konjunktion)

(KOMM-V) AV B+ BV A (Kommutativitdt der Disjunktion)

ASSOC1-A) AA(BAC
ASSOC1-V) AV (BVC

F (AN B)AC (Assoziativitidt der Konjunktion)
F(AV B)VC (Assoziativitidt der Disjunktion)

IDEMP1-A) A+ AN A (Idempotenz der Konjunktion 1)

IDEMP1-v) A+ AV A (Idempotenz der Disjunktion 1)

IDEMP2-v) AV At A (Idempotenz der Disjunktion 2)

(DIST1
(DIST2) AV (BAC

AN(BVC

)

)

) )
) )
) (
IDEMP2-A) AN A A (Idempotenz der Konjunktion 2)
) (
) (
) ) (AAB)V(AAC) (Distributivgesetz 1)
) ) (AV B)A(AVC) (Distributivgesetz 2)

)

(DM1) =(AA B)F—=AvV B (DeMorgansches Gesetz 1)
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(DM2) =(AV B) - =A A =B (DeMorgansches Gesetz 2)
(NEGIMP) ~(A — B) - AA—B

(Wir haben nur von manchen dieser abgeleiteten Regeln ihre Umkehrungen
angegeben, in Wahrheit l&sst sich aber zu jeder der in der obigen Liste be-
findlichen abgeleiteten Regel auch deren Umkehrung ableiten: z.B. bei DM1,
AV -BF =(AAB), usw.)

Alle diese Hilfsregeln lassen sich auf Basis unserer eigentlich vorgegebenen
Regeln herleiten. Die abgeleiteten Schlussregeln sind also eigentlich nicht mehr
als “mnemotechnisch” niitzliche Kurzschreibweisen fiir Herleitungen, die sich
rein durch Anwendungen unserer eigentlichen Regeln durchfithren lassen. Z.B.:

(DM1) —~(AAB)F —AV B
1. -(AANB) (P1)
2. || A (FU-Annahme 1)

3. | -~B (IB-Annahme)
4| | B 3.(DN2)

5.1 | ANB 2., 4. (KON)

6. | (AANB)A—~(AAB) 5., 1. (KON)

7. || -B 3.-6. (IB)

8. | ~AvV-B 7.(ADD2)
9. || A (FU-Annahme 2)
10. || —AVv =B 9. (ADD1)
11. AV =B 2.-10. (FU)

(Die Umkehrung -A V =B F —(A A B) ldsst sich beispielsweise zeigen, in-
dem man indirekt A A B annimmt, mit KON auf A bzw. B schliefit, mittels
DN1 ——A bzw. =—B herleitet und sodann den disjunktiven Syllogismus zur
Anwendung bringt, um endlich den IB erfolgreich abzuschliefien.)

Hier ist eine Herleitung der abgeleiteten Regel NEGIMP:

(NEGIMP) (A — B)F AA-B

1. (A — B) (P1)
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[\V)

.|| =A  (IB-Annahme)

w

A (KB-Annahme)
4. ||| B 3., 2. (ECQ)

5.| A— B 3.4. (KB)
6. || (A— B)A~(A— B) 5., 1. (KON)
7.A 2.-6. (IB)

8. || =B (IB-Annahme)

9. B 8.(DN2)

10. || || A (KB-Annahme)

11. ] || B 9. (TS)

12.| A— B 10.-11. (KB)

13. ]| (A— B)A—=(A— B) 12., 1. (KON)
14. =B 8.-13. (IB)

15. AA—=B 7., 14. (KON)

Auf dhnliche Weise kénnten wir iibrigens auch so manche Grundschlussregel
als redundant, d.h. als nicht unabh&ngig von den anderen vorgegebenen Regeln
nachweisen. Z.B.:

(DIS) A-C,B—-CFAVB—C
1.A—C (P1)
2. B C (P2)

3. | Av B (KB-Annahme)

4. || || A (FU-Annahme 1)
5011 C 4., 1. (MP)

6. || || ~A (FU-Annahme 2)
7.1l B 3. 6.(DS1)
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.|| C 7.2 (MP)
9.1 C 4.-8. (FU)

10. AVB — C 3-9. (KB)

(TS) Ak A

1. A (P1)
2. ANA 1. 1. (KON)

3. A 2. (SIMP1)

(MT) A — B,-BF -A
1.A— B (P1)
2. 2B (P2)
3. ]| =mA (IB-Annahme)
4. || A 3. (DN2)
5| B 4., 1. (MP)
6. BA-B 5., 2. (KON)

7.-A 3.-6. (IB)

Wir hatten demnach darauf verzichten kénnen, DIS, TS und MT als Grund-
schlussregeln vorauszusetzen, solange nur alle Regeln vorgesetzt werden konn-
ten, die wir gerade eben bei der Herleitung von DIS, TS und MT verwendet
haben. Ahnliches gilt fiir ECQ: Gegeben die Priamissen A, —A, braucht man
nur —B indirekt anzunehmen — egal, um welche Formel B es sich dabei han-
delt — den Widerspruch A A —A mittels KON aus den Pramissen herleiten, um
schlieBlich mittels IB auf B zu schlieen. ECQ wire also ebenso aus IB und
KON ableitbar.

So interessant und aufschlussreich dies sein mag: Im Rahmen unseres Sys-
tems miissen wir diese Regeln freilich gar nicht ableiten, da wir sie uns schlicht-
weg zur freien Verwendung vorgegeben haben.
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6.6 Korrektheit und Vollstindigkeit von -

Aus den Beispielen sollte schon offensichtlich geworden sein, welche syntakti-
schen Begriffe nun welchen semantischen Begriffen korrespondieren:

e Herleitbarkeit entspricht der logischen Folge,
e Beweisbarkeit entspricht der Tautologizitiét,
e deduktive Giiltigkeit entspricht der logischen Giiltigkeit.

Es lasst sich auf der Grundlage unserer exakten quasi-mathematischen Be-
griffsbildung sogar beweisen, dass diese Begriffe jeweils zueinander in folgenden
extensionalen Zusammenhéngen stehen (wobei wir kurz ‘= A’ fiir ‘A ist tau-
tologisch’ schreiben):

e Korrektheit von - bzgl. :

— Fiir alle Ay,...,A,, B € F:
Wenn Ay,...,A, + B, dann Ay,..., A, E B.

— Fir alle A € 7: Wenn - A, dann = A.

— Fiir alle Ay,...,A,,B € F: Wenn Ay,..., A, ... B deduktiv giiltig
ist, dann ist Ay,..., A, ... B logisch giiltig.

Sowie:
e Vollstandigkeit von F bzgl. =:

— Fiir alle Ay,...,A,, B € F:
Wenn Aj,..., A, E B, dann 4,,..., A, - B.

— Fir alle A € F: Wenn = A, dann - A.

— Fiir alle Ay,...,A,,B € F: Wenn A4,..., A, ... B logisch giiltig
ist, dann ist Aj,..., A, ... B deduktiv giiltig.

Waéhrend die Korrektheit sicherstellt, dass “nicht zu viel” in unserem System
des natiirlichen Schlieflens hergeleitet werden kann, sorgt die Vollsténdigkeit
dafiir, dass “nicht zu wenig” hergeleitet werden kann, dass also die Herleit-
barkeit nicht gegeniiber der logischen Folge zuriickfallt. Korrektheit und Voll-
stindigkeit zusammengenommen ergeben schliefllich die extensionale Uber-
einstimmung der zueinander korrespondierenden syntaktischen bzw. semanti-
schen Begriffe:
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e Korrektheit und Vollsténdigkeit von F bzgl. =:
— Fiir alle Ay,...,A,,B€ F: Ay,..., A, - Bgdw Ay,..., A, E B.
— Furalle Ae F: - A gdw = A.

— Fiiralle Ay,...,A,,B € F: Ay,..., A, . Bist deduktiv giiltig gdw
Aq,..., A, . B logisch giiltig ist.

Den Beweis fiir diese Behauptungen werden wir an dieser Stelle nicht erbrin-
gen. Aber ein solcher lédsst sich genauso prézise fithren wie Beweise iiber Zah-
len, Funktionen und Mengen in der Mathematik.

6.7 Ubertragung der Definitionen auf Aussagesiitze
und Argumente und ein weiteres Beispiel

Wie schon zuvor im Kapitel 5 zur aussagenlogischen Semantik lassen sich auch
in diesem Kapitel alle Definitionen von Begriffen fiir aussagenlogische Formeln
und Argumentformen auf Aussagesitze und Argumente in der natiirlichen
Sprache erweitern. Insbesondere nennt man einen Aussagesatz aus weiteren
Aussagesiitzen herleitbar gdw dies fiir die jeweiligen logischen Formen dieser
Satze der Fall ist; einen Aussagesatz nennt man beweisbar gdw seine logische
Form beweisbar ist; und ein Argument wird deduktiv giiltig genannt gdw die
zugehorige Argumentform des Argumentes deduktiv giiltig ist.

Betrachten wir zum Abschluss noch ein konkretes Beispiel, in dem alle aus-
sagenlogischen Techniken der Analyse und Bewertung von Aussagesitzen und
Argumenten Anwendung finden. Stellen wir uns vor:

e Ein Mord hat stattgefunden. Detective Bert Russell weif}, dass entweder
Smith oder Jones der Morder ist, und dass sie nicht zusammengearbeitet
haben.

Weiters stellt Russell im Zuge seiner Ermittlungen fest:

1. Wenn Smith zur Tatzeit betrunken war, dann ist Jones der Morder oder
Smith liigt.

2. Jones ist der Morder, oder es ist so, dass Smith nicht betrunken war und
der Mord nach Mitternacht stattgefunden hat.

3. Wenn der Mord nach Mitternacht stattgefunden hat, dann ist Jones der
Morder oder Smith liigt.
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4. Wenn Smith nicht betrunken war, dann liigt er nicht.

Wer ist der Morder?
Bert Russell beginnt damit, sein detektivisches Problem in der Sprache der
Aussagenlogik wie folgt zu reprisentieren:

e p: Smith war zur Tatzeit betrunken.

e ¢: Jones ist der Morder.

(—q: Jones ist nicht der Morder bzw. Smith ist der Morder.)

r: Smith ligt.
e s: Der Mord fand nach Mitternacht statt.
Was Russell weif}, ist dann:
Plp—(qVvr)
P2 gV (-pAs)
P3 s—=(qVvr)
P4 —p— —r

Daraus Schliisse zu ziehen, heifit nun: Die Information, die in P1-P4 implizit
enthalten ist, explizit zu machen.

Figentlich sollten wir nun ein grofle Wahrheitstafel fiir P1-P4 und deren
(insgesamt) vier Aussagevariablen bauen. Wir wollen stattdessen ausnahms-
weise jede Prémisse zunéchst einmal fiir sich betrachten. Aus semantischer
Sicht schrénkt z.B. P1 die Welt auf folgende Zeilen der Wahrheitstafel ein:

p q r|p—(qVvr)
wow w| W ow
w w f ww
w [ w w W
w f f| f f
f w w w W
fw f w W
f f w w oW
fr 5w f

Gemif P1 kann die Welt also alles sein aufler p: w, g: f, r: f. Diese Moglichkeit,
und nur diese, wird durch P1 ausgeschlossen. Man kénnte auch sagen: Logik
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beschéftigt sich mit Information, und Information besteht darin, Moglichkeiten
auszuschliefen.
P2 schrinkt die Welt auf folgende Zeilen der Wahrheitstafel ein:

P q s|qV(=pAs)
w w w| w f f
w w f| w f f
w fow| f f f
w f f| fff
ffw w| www
fow f| wuwf
ff w| www
fFr rl fwiy
P3 hingegen schrinkt die Welt auf folgende Zeilen der Wahrheitstafel ein:
g r s|s—(qVvr)
wow w| wow
w w f| w w
w f w| w w
w f f| w w
ffw w| w w
fw f| w w
ffrwp f f
fr row f
Schlieflich schrinkt P4 die Welt auf folgende Zeilen der Wahrheitstafel ein:

p o ‘ -p — -7

w wl| f w f

w f|f wuw

fowlw ff

f flw wuw

Russell weif somit also, dass die Welt folgenden Bedingungen geniigen muss:

P1: Die Welt kann alles sein aufler p: w, ¢: f, r: f, s: w/f.

P2: Die Welt kann alles sein aufler p: w, ¢: f, 7 w/f, s: w/f und p: f, ¢: f,
rw/f, s f.

P3: Die Welt kann alles sein aufler p: w/f, q: f, r: f, s: w.

P4: Die Welt kann alles sein auBler p: f, ¢: w/f, r: w, s: w/f.

Das heifit aber auch, dass die Welt keiner der folgenden Moglichkeiten
genigt:
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prw q:f r:w s:w
p:w q:f r:w s:f
p:rw q:f r:f s:w
p:w q:f r:f s:f
p:f q:f r:w s:w
p:f q:f riw s:f
p:f q:f r:f s:w
pf q:f r:of s:f

Und dies wiederum heifit, dass die Welt einer der folgenden Moglichkeiten
geniigen muss:

prw qrw riw S:w
p:w q:w r:w S:f
prw q:w r:f s:w
p:w q:w r:f s:f
p:f q:w r:w Ss:w
p:f q:w r:w s:f
p:f q:w r:f s:w
p:f q:w r:f s:f

In all diesen Moglichkeiten ist aber ¢ wahr! Anders ausgedriickt: Jones ist der
Moérder. Bert Russell hat auf systematische Weise zeigen konnen, dass ‘Jones
ist der Morder’ logisch aus P1, P2, P3, P4 folgt:

p—(qVr),gV(-pAs),s—= (qgVr),p—-TkEq.

Die Pramissen P1-4 selbst wurden durch Russell auf Basis empirischer Befun-
de aufgestellt — die Logik hilft einem nur, aus denselben die richtigen Schliisse
zu ziehen.

Was woraus logisch folgt, hingt, wie wir in diesem Kapitel festgestellt haben,
ausschliellich von der logischen Form der namlichen Aussageséiitze ab. Logik
ist formal. Zum Beispiel:

e Eine Kochsendung hat stattgefunden. Detective Bert Russell weif3, dass
entweder Schuhbeck oder Lafer der Koch ist, und dass sie nicht zusam-
mengearbeitet haben. Weiters stellt er fest:

1. Wenn Schubeck zur Tatzeit betrunken war, dann ist Lafer der Koch oder
Schubeck liigt.

2. Lafer ist der Koch oder es ist so, dass Schubeck nicht betrunken war und
die Kochsendung nach Mitternacht stattgefunden hat.
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3. Wenn die Kochsendung nach Mitternacht stattgefunden hat, dann ist
Lafer der Koch oder Schubeck liigt.

4. Wenn Schuhbeck nicht betrunken war, dann liigt er nicht.

Wer ist der Koch? Natiirlich Lafer! Denn die logische Form der Préamissen
ist die von vorher, nur wiirde ¢ in diesem Fall nicht mehr fiir ‘Jones ist der
Morder’ sondern fiir ‘Lafer ist der Koch’ stehen.

Diesen Schluss auf ¢ hitte Russell freilich auch etwas schneller ziehen kénnen:

—_

.p—(qVvr) (P1)
.qV(—pAs) (P2)
s—(qgVvr) (P3)
-p — —r (P4)

.|| 7¢ (IB-Annahme)
I pAs 2., 5. (DSI)
.|| =p 6. (SIMP1)
|'s 6. (SIMP2)
gvr 8., 3. (MP)
10. | » 9., 5. (DS1)
11. || -r 7., 4. (MP)

© W N T A W N

12. || » A=r 10., 11. (KON)
13.q 5.-12. (IB)

Das heifit:
p—=(qVr),qV(=pAs),s—=(gVr),—p— -rkaq.

Anstatt mit Wahrheitstafeln zu arbeiten, lisst sich g also auch “einfach” aus
den Prémissen herleiten. Man sieht dabei auch, dass P1 eigentlich gar nicht
benétigt wurde — diese Pramisse Bert Russells stellt sich als logisch redundant
heraus, weil sie bereits in den Prémissen P2-4 mit beinhaltet ist.

Was der Korrektheitssatz und Vollstédndigkeitssatz fiir die klassische Aussa-
genlogik zeigen, ist: Das was semantisch aus P1-P4 folgt ist genau das, was
auf Basis der aussagenlogischen Herleitungsordnung aus P1-P4 herleitbar ist;
q ist dafiir ein Beispiel.
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6.8 Weitere Arten von Systemen des Schlieflens

Das System logischer Schlussregeln, das wir in diesem Kapitel eingefiihrt ha-
ben, ist nur eines unter vielen, welche im Laufe der Jahrzehnte fiir die Aussa-
genlogik entwickelt wurden. Alle diese Systeme bedienen sich der deduktiven
Methode — der Methode des Herleitens — und alle von ihnen gehen rein syn-
taktisch vor; die Weise, in der diese Methode angewandt wird — die Form
der sogenannten Herleitungsordnung — unterscheidet sich jedoch von einem
System zum anderen:

o Aziomatische Systeme (Hilbert-Kalkiile) legen vornehmlich Axiome fest
— Einsetzungsmoglichkeiten in Schemata wie AV —A, A — (B — A)
und dergleichen mehr — und dann typischerweise nur sehr wenige Re-
geln, manchmal auch nur eine einzige Regel (typischerweise der Modus
Ponens). David Hilbert, einer der grofiten Mathematiker des endenden
19. Jahrhunderts und des beginnenden 20. Jahrhunderts, férderte die
Verbreitung dieser Art von deduktiven Systemen.

o Systeme des natirlichen Schlieflens, die u.a. auf den deutschen Logiker
Gerhard Gentzen zuriickgehen, bevorzugen Regeln gegeniiber Axiomen,
lassen annahmenbasierte Regeln zu (anders als in den axiomatischen Sys-
temen) und versuchen, den intuitiven Beweisschritten in der Mathematik
durch solche Regeln méglichst nahe zu kommen. Das von uns vorgestellte
logische System ist eine Variante eines solchen Systems des natiirlichen
Schlieflens.

e Sequenzenkalkiile, die ebenfalls von Gerhard Gentzen entwickelt wurden,
bauen Herleitungen auf der Basis von Regeln auf, die unseren Metaregeln
von oben #hneln: Die Regeln im Sequenzenkalkiil sind also typischerweise
“Schliisse von Schliissen auf Schliisse”.

o Semantische Tableauz-Systeme (Beth-Kalkiile, Baumkalkiile), welche von
dem niederldndischen Logiker Evert Willem Beth eingefiihrt wurden,
sind logische Regelsysteme, die danach trachten, die Herleitungsregeln
moglichst den Wahrheitstafeln fiir die aussagenlogischen Junktoren nach-
zubilden, sodass sich eine Art syntaktisch-semantische Mischform des
regelgeleiteten Schlieflens ergibt.

Diese verschiedenen Weisen, eine Herleitungsordnung festzulegen, haben al-
le ihre spezifischen Vor- und Nachteile: Manche sind sehr bequem, was das
tatsiichliche Herleiten betrifft (z.B. die Systeme des natiirlichen Schlielens),
andere sind sehr leicht auf der Metaebene iiberschaubar und analysierbar (z.B.
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die axiomatischen Systeme), wieder andere erlauben auf der Metaebene den
Beweis tiefliegender mathematischer Sitze tiber das Herleiten (z.B. die Sequen-
zenkalkiile). Aber alle sind so aufgebaut, dass sie zu einem Herleitbarkeitsbe-
griff fiir die Aussagenlogik fithren, der sich gemessen an dem semantischen
Begriff der logischen Folge als korrekt und vollstdndig erweist.

Damit wire die Aussagenlogik in allen ihren zentralen Teilen — der Definition
der aussagenlogischen Sprache, der Definition der wesentlichen semantischen
Begriffe (speziell der logischen Folge) und der Definition der wesentlichen syn-
taktischen Begriffe (speziell der Herleitbarkeit) — abgeschlossen. Dariiber hin-
aus haben wir ausfiihrlich behandelt, wie sich die Aussagenlogik zur logischen
Reprisentierung und zur logischen Analyse von Aussagesitzen und Argumen-
ten der natiirlichen Sprache einsetzen lisst. SchlieSlich haben wir damit auch
unseren nichsten Schritt vorbereitet: Die aussagenlogische Sprache und al-
le wichtigen semantischen und syntaktischen Begriffe der Aussagenlogik zur
sogenannten Prddikatenlogik zu erweitern. Dies wird das Thema des zweiten
Teiles dieses Buches sein.

Was Sie nach diesem Kapitel (inkl. Ubungen) beherrschen sollten:

e aussagenlogische Formeln aus vorgegebenen aussagenlogischen Formeln
ausschlielich mit Hilfe der in Sektion 6.3 vorgegebenen (Grundschluss-,
Meta-)Regeln herzuleiten;

o die Begriffe Herleitung rein auf Basis der Grundschlussregeln und her-
leitbar rein auf Basis der Grundschlussregeln zu definieren;

e die Begriffe deduktiv giiltig und beweisbar zu definieren;

e anzugeben, was genau mit der Korrektheit und Vollstédndigkeit der Her-
leitbarkeitsbeziehung + bzgl. der Folgebeziehung |= gemeint ist (und
weiterer deduktiver Begriffe bzgl. der zugehorigen semantischen Begrif-
fe).
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6.9 Ubungen

Fiihren Sie die Herleitungen zu folgenden deduktiv giiltigen Schliissen durch:
L.p—=qgV(rAs),t—qV(rAs)FpVt—qV(rAs)
2. (pAg)ATETVs

3. pAgArFrVvs (Hier sind in der Pramisse Klammern verloren gegangen.
Was kénnte gemeint sein?)

4. pVg,p—=r,—rkEqVs

5. pANq@)Vr,r— —q,m=(gATr)Ep

6. (pAg) AT,p— —s,q — tE s At
7. pAgpV(r——q),~r— (sAt),—tVrksAt
8. pV(gN—-g) Fp

9. pVq,pV-qtp

10. p—q,p — g+ —p

1. p—=qF=(pA—q)

12. =pV =gk ~(pAq)
B.p=>@—=r)FpAg—r

4. p—=qbpAr—qAr

15. p—>q,pVrkqVvr

16. p— —pk —p

17. pA(gVvr)E(pAg)V(pAT)

18. =(pV @) V(s —=t),pAs,t—=rtr
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Kapitel 7

Appendix: Nochmals die
materiale Implikation

Wir hatten in Kapitel 2 die etwas gewohnungsbediirftige Wahrheitstafel der
materialen Implikation kennengelernt. Wie wir schnell feststellen konnten, war
diese die einzige Wahrheitstafel, die {iberhaupt fiir eine semantische Charakte-
risierung der natursprachlichen ‘wenn. .. dann...” Verkniipfung (im Indikativ)
mittels einer Wahrheitstafel mit klassischen Wahrheitswerten in Frage kam.
Dies war das erste (noch recht schwache) Argument fiir die Représentierung
des ‘wenn-dann’ im Indikativ der natiirlichen Sprache durch das materiale
‘wenn-dann’, das wir kennengelernt haben. Was zu jenem Zeitpunkt aber offen-
geblieben war: Wieso sollte es iiberhaupt moglich sein, das ‘wenn. .. dann. ..’
auf Basis einer solchen Wahrheitstafel zu interpretieren? Welche positiven
Grinde konnte man wohl dafiir angeben, dass diese Wahrheitstafel das na-
tursprachliche ‘wenn. .. dann. ..’ hinreichend gut einfingt?

Ohne dies an den nédmlichen Stellen weiter zu vertiefen, haben wir im letz-
ten Kapitel ein ebensolches Argument zugunsten der Wahrheitstafel der ma-
terialen Implikation angegeben. Wir haben ndmlich — neben vielen anderen
Herleitungen — auch folgende Herleitungen durchgefiihrt:

e pVrkEp—r
1. -pVvr (P1)
2. || p (KB-Annahme)
3. || -—p 2. (DN1)

4. | r 1., 3. (DS1)
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5.p—r 2-4. (KB)

ep—qk-pVg

1.p—q (P1)

2. || p (FU-Annahme 1)
3.l ¢ 2., 1. (MP)

4. || =pV q 3. (ADD2)

5. || =p (FU-Annahme 2)
6. || -pVgq 5. (ADD1)
7.-pVq 2.6. (FU)

Anders ausgedriickt: —=p V r (bzw. =p V ¢) und p — r (bzw. p — ¢) haben
sich als deduktiv ununterscheidbar herausgestellt! Die eine Formel ist jeweils
aus der anderen ableitbar. Dieselben Herleitungen lielen sich {ibrigens selbst-
verstdndlich auch durchfithren, wenn man ‘p’ durch ‘A’ und ‘¢’ durch ‘B’
ersetzen wiirde. Das heifit aber auch: Wer immer alle der folgenden Herlei-
tungsregeln fiir akzeptabel hilt, der muss dann auch =AV B und A — B als
fiir alle logischen Zwecke “gleichwertig” erachten:

(MP) A, A — BF B (Modus Ponens)
(DS1) AV B,-A+ B (Disjunktiver Syllogismus 1)
(ADD1) A+ AV B (Addition 1)

)
)
(ADD2) B+ AV B (Addition 2)
(DN1) AF ——A (Doppelte Negation 1)
)

(KB) Wenn Aj,...,A,, B C eine Schlussregel ist, so ist auch Ay,..., A, F
B — C eine Schlussregel; kurz:
Ay,...,A,,B-C
Ay,..., A, F B=>C

(FU) Wenn Ay,...,A,,BF C und A,,...,A,,-B F C Schlussregeln sind,
dann ist auch Aq,..., A, F C eine Schlussregel; kurz:
Ai,...,A,,BEC Ay,...,A,,~mBFC
A,..., A, EC
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Denn nur auf diesen Regeln fufit die wechselseitige Ableitbarkeit von —AV B
und A — B. Die Wahrheitstafel von =AV B ist aber gerade die der materialen
Implikation. Und dass diese Wahrheitstafel fiir die semantische Analyse von
- AV B gut geeignet ist, ist kaum zu bestreiten. Dann sollte dieselbe Wahr-
heitstafel aber auch ebensogut fiir die semantische Analyse der Formel A — B
geeignet sein, denn diese ist — siehe oben — deduktiv “gleichwertig”, und wenn
unsere Herleitungsregeln semantisch korrekt sind (was nicht leicht zu bestrei-
ten ist), sollten =A V B und A — B eben auch semantisch “gleichwertig”,
also logisch dquivalent sein; d.h.: dieselbe Wahrheitstafel besitzen. Die oben
ausgedriickten Herleitbarkeitsbeziehungen, die zumindest fiir das ‘wenn-dann’
im Indikativ sehr plausibel scheinen, stellen also einen sehr guten Grund dar
zu glauben, dass das natursprachliche ‘wenn-dann’ im Indikativ der Wahr-
heitstafel der materialen Implikation geniigt. Dies stellt das zweite Argument
zugunsten der Darstellung des indikativen ‘wenn-dann’ durch das materiale —
dar, das wir in diesem Skript vorbringen wollen.

Die Alternative bestiinde darin, wenigstens eine der Herleitungsregeln, die
oben angefiihrt sind, zu bestreiten: Wenn Sie an der Représentierbarkeit des
‘wenn. .. dann. ..’ mittels der materialen Implikation zweifeln, welche der obi-
gen Herleitungsregeln wiirden Sie denn aufgeben wollen?

(Wir werden im zweiten Teil dieses Buches, welcher der Priadikatenlogik gewid-
met sein wird, auch noch ein drittes Argument zugunsten der Wahrheitstafel
der materialen Implikation kennenlernen.)

Was Sie nach diesem Kapitel beherrschen sollten:

e auf Basis der aussagenlogischen Herleitbarkeitsregeln zu argumentieren,
weshalb die Wahrheitstafel fiir das materiale ‘wenn-dann’ eine durchaus
plausible Semantik fiir das natursprachliche ‘wenn-dann’ im Indikativ
darstellen muss.
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Teil 11

Pradikatenlogik
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Kapitel 8

Pradikatenlogische Analyse
und Repriasentierung

In Kapitel 2 haben wir als eine Kategorie komplexer aber aussagenlogisch
unzerlegbarer Aussagesitze die der generellen Sdtze genannt, insbesondere
derjenigen Sétze, die dieselbe logische Form aufweisen wie die Sétze

e Alle Osterreicher sind strebsam und fleiBig.
e Es gibt Osterreicher, die strebsam und fleiflig sind.

Solche Sdtze nennt man Allsidtze und Existenzséitze. Im Rahmen der pradi-
katenlogischen Sprache werden Sétze dieser Art nunmehr (prédikatenlogisch)
zerlegbar sein: Sie lassen sich pradikatenlogisch analysieren und als préadika-
tenlogische Formeln représentieren. Wie wir aus Kapitel 2 wissen, gibt es au-
Berdem noch viele weitere Arten von komplexen, aussagenlogisch unzerlegba-
ren Aussagesitzen; mit diesen wollen wir uns im Folgenden aber nicht mehr
weiter ausseinandersetzen. Z.B. wére die modale Pradikatenlogik der geeig-
nete Rahmen, um Sétze wie ‘Es ist mdglich, dass alle Osterreicher strebsam
und fleiflig sein’ logisch zu analysieren; wir werden uns jedoch auf die rein
prdadikatenlogisch reprisentierbaren Aussagesitze konzentrieren, in denen also
nur Phrasen fiir generelle Sditze fiir aussagenlogische Unzerlegbarkeit gesorgt
haben.

In gewissem Sinne ist die Pridikatenlogik eine Erweiterung der Aussagen-
logik. In den folgenden Kapiteln méchten wir prézisieren, in welchem Sinne
die Pradikatenlogik die Aussagenlogik erweitert. Wir haben ja bereits behan-
delt, was ein logisches System ist — ein solches besteht aus drei Komponen-
ten: Einer Sprache, einer Semantik und einer Herleitungsordnung. Wir wollen
dementsprechend in Folge genau diese drei Themen behandeln und wenden
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Représentierung@

Pradikatenlogische
Formeln

Aussagesatze
Abbildung 8.1: Pridikatenlogische Reprisentierung

uns zuerst der pridikatenlogischen Sprache zu. Dann werden wir eine for-
male Semantik fiir die Prédikatenlogik kennenlernen, in der wir die Begriffe
der pridikatenlogischen Interpretation sowie der priadikatenlogischen Wahr-
heit, logischen Folge, logischen Giiltigkeit und Erfiillbarkeit definieren wer-
den. Schliefllich werden wir unseren aussagenlogischen Kalkiil des natiirlichen
Schlieens um vier neue pradikatenlogische Schlussregeln erweitern. Das Ziel
wird letztendlich dasselbe sein wie in der Aussagenlogik, ndmlich natursprach-
liche Aussagesétze und Argumente in einer formalen Sprache zu représentieren,
um auf diese Weise die prizisen Definitionen wichtiger semantischer und de-
duktiver Begriffe, welche die formale Zielsprache zulédsst, auch auf die na-
tiirliche Sprache iibertragen zu kénnen. Dadurch werden wir letztendlich in
die Lage versetzt werden, natursprachliche Aussagesitze und Argumente lo-
gisch zu analysieren und zu bewerten. Nur wird sich die formale Sprache der
Pradikatenlogik als bei weitem ausdrucksstérker und gehaltvoller als die einfa-
che Sprache der Aussagenlogik herausstellen; entsprechend sind die Semantik
und die Herleitungsordnung der Priadikatenlogik komplexer als die der Aussa-
genlogik, wie wir in den folgenden Kapiteln noch sehen werden.

8.1 Aussagesitze und pradikatenlogische Formeln

Wir beginnen zunéchst mit einer mehr oder weniger “intuitiven” Erlduterung
der priadikatenlogischen Sprache, und zwar zunéchst soweit, als diese zum —
verglichen mit dem aussagenlogischen Niveau — “feingliedrigeren” Représen-
tieren von natursprachlichen Aussagesitzen eingesetzt werden kann. Anschlie-
Bend werden wir uns der priadikatenlogischen Représentierung von Argumen-
ten widmen.

Es gibt zwei wesentliche Unterschiede zur aussagenlogischen Sprache:

(i) Die atomaren Formeln verhalten sich anders — sie sind weiter analy-

sierbar wenn auch nicht in weitere Formeln, sondern in Zeichen anderer
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Art.

(ii) Es werden zusitzliche logische Zeichen — die Quantoren — eingefiihrt, um
damit eine neue Kategorie komplexer Formeln bilden zu kénnen, ndmlich
die der All- und Existenzformeln.

Betrachten wir zunéchst den ersten Punkt: In der aussagenlogischen Sprache
reprisentierten wir den Satz

e Herbert ist Oberosterreicher.

als:
e p

Die Menge der Aussagevariablen nannten wir auch: die Menge der atomaren
Formeln unserer aussagenlogischen Sprache. In der Pridikatenlogik bleiben
wir nun nicht bei solch einfachen Reprisentierungen einfacher Aussagesétze
stehen, sondern wir betrachten einen einfachen Aussagesatz wie den obigen
als in weitere logisch sinnvolle (wenn auch nicht satzartige) Teile analysierbar.
In dem obigen deutschen Aussagesatz wird dem Namen (singuldren Term)
‘Herbert’ ein einstelliges Pridikat (einstelliger genereller Term) ‘Oberdster-
reicher’ beigelegt, und wir erhalten dadurch einen einfachen Aussagesatz. Diese
Struktur spiegelt sich in der pradikatenlogischen Sprache wider, indem wir den
umgangssprachlichen Satz etwa wie folgt représentieren:

e O(h)

Dabei soll O eine Abkiirzung fiir ‘Oberosterreicher’ und h eine Abkiirzung
fiir ‘Herbert’ sein. Wir schreiben also immer zuerst den (n-stelligen) generel-
len Term an, sodann eine linke Klammer, dann n singulére Terme (getrennt
durch Beistriche) und schliefllich eine rechte Klammer. Dass wir ‘Herbert’ da-
bei durch ein formales Zeichen repriasentieren, das wir mit ‘A’ bezeichnen, ist
natiirlich recht willkiirlich gewdhlt — wir hétten genauso gut die Bezeichnung
‘a’ oder ‘b’ wihlen kénnen — nur erinnert ‘A’ eben mehr an ‘Herbert’. Eine
wichtigere Konvention besteht darin, singulére Terme durch Kleinbuchstaben
abzukiirzen und generelle Terme durch Groflbuchstaben, und an diese Kon-
vention werden wir uns im Folgenden auch halten.

Ein Aussagesatz der obigen Form ist von der allereinfachsten Art — genau
ein genereller Term und genau ein singuldrer Term. Wir wollen bereits hier ein
wenig die semantische Intuition, die hinter solchen Sétzen steckt, kennenlernen,
damit wir atomare Aussagesitze spiter besser erkennen konnen.

Ein singulérer Term von der Art eines Eigennamens bzw., wie wir spéter in
unserer formalen Sprache sagen werden, eine Individuenkonstante, bezeichnet
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immer genau ein Ding in der “Welt”. Unser h bezeichnet die Person Herbert;
stellen wir uns vor, es wére eine ganz bestimmte Person damit gemeint. Diese
Person Herbert ist also das Referenzobjekt des Terms h, d.h., der Term h
bezieht sich auf (referiert auf) Herbert.

Herbert

h bezeichnet Herbert

Von generellen Termen sagt man iiblicherweise, dass sie Eigenschaften oder
Relationen — zusammengenommen: Attribute — ausdriicken. Wir haben aber
bereits in der Aussagenlogik angedeutet, dass die klassische Aussagen- und
Pradikatenlogik eine rein extensionale Logik ist. Eigenschaften gehoren jedoch
in den Bereich der Intensionen. Daher wendet man sich in der Priadikatenlogik
einem “extensionalen Korrelat” von Attributen zu, also einer Extension oder
dem, was man in der (etwas verstaubten) Tradition ‘Begriffsumfang’ zu nennen
pflegt. (Die Unterscheidung zwischen Intension und Extension wurde bereits
zu Beginn des Kapitels 6 erwahnt, als wir festhielten, dass die metasprach-
lichen Pridikate ‘=" und ‘F’ extensional iibereinstimmen wiirden, nicht aber
intensional.) Im Falle eines einstelligen Pradikats umfafit der Begriffsumfang
genau diejenigen Dinge, die die durch den generellen Term ausgedriickte Figen-
schaft besitzen. Unser Term O driickt z.B. die Eigenschaft, Obertsterreicher
zu sein, aus: Also ist die Extension dieses Terms die Menge aller Dinge, die
die Eigenschaft, Oberosterreicher zu sein, besitzen — also die Menge aller
Oberdsterreicher. Nun ist es einfach festzulegen, in welchem Fall ein solcher
einstelliger atomarer Satz wahr bzw. falsch ist: Er ist ndmlich genau dann
wahr, wenn das Ding, welches von dem in ihm vorkommenden singulédren Term
bezeichnet wird, Element der Menge ist, die die Extension des in ihm vorkom-
menden generellen Terms ist; sonst ist er falsch. O(h) ist also wahr genau dann,
wenn das von h bezeichnete Ding — Herbert — ein Element der Extension von
O ist — der Menge der Oberosterreicher.

Hier ist Herbert Element der Menge der Oberdsterreicher und somit ist O(h)
wahr:
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h (0]

Menge der Oberosterreicher

O(h) ist wahr

Hier jedoch ist es micht der Fall, dass Herbert Element der Menge der
Oberdsterreicher ist, und somit ist O(h) falsch:

h O

Menge der Oberdsterreicher

Herbert

O(h) ist falsch

Generelle Terme konnen aber natiirlich auch mehr als nur einstellig sein; in
diesem Falle gehen sie auch mit mehr als nur einem singuldren Term einher.
Entsprechende Beispiele fiir solche natursprachlichen Aussagesitze wéren:

e Die Erde kreist um die Sonne.

Heinz Fischer ist Bundesprisident von Deutschland.

Herbert fahrt von Linz nach Wien.

Die Erde befindet sich zum Zeitpunkt ¢ am Ort z.
Entsprechende Représentierungen dafiir sind:

o K(e,s)

e B(f,d)

o F(h,l,w)
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e B(e,t,x)

Hier haben wir zwei- und dreistellige generelle Terme bzw. Pridikate verwen-
det. Die Semantik fiir atomare Sétze mit mehr als nur einem singuléren Term
ist ganz dhnlich der Semantik der Sdtze mit einstelligen generellen Termen.
Allein die Wahrheitsbedingungen sind etwas komplizierter. Wir werden diese
in Bélde — bei der Festlegung der formalen Semantik fiir die Préadikatenlogik —
genauer kennenlernen. (‘Heinz Fischer ist Bundesprésident von Deutschland’
ist selbstversténdlich falsch: Heinz Fischer war dereinst osterreichischer Bun-
desprésident. Aber es handelt sich um einen Aussagesatz, dessen pradikaten-
logische Form B(f,d) ist — und nur darum geht es hier.)

Formeln der bislang behandelten Art nennen wir ‘atomare Formeln’ der
priadikatenlogischen Sprache; die atomaren Formeln in der Pradikatenlogik
sind also ganz anders beschaffen als die atomaren Formeln in der Aussagenlogik
— die pradikatenlogischen atomaren Formeln sind sozusagen der “pradikaten-
logische Ersatz” fiir die aussagenlogischen Aussagenvariablen. Wir legen also
fest:

o Atomare Formeln sind Folgen von n + 1 sprachlichen Ausdriicken, de-
ren erstes Glied ein n-stelligen Priadikatzeichen ist, und deren zweites
bis n + 1-tes Glied n singuldre Terme sind (die wir als von Klammern
umschlossen kennzeichnen und durch Kommata voneinander trennen);
sie haben also die allgemeine Form

P (ty, ... ty)

Atomare Formeln werden zur priadikatenlogischen Représentierung von einfa-
chen Aussagesétzen in der natiirlichen Sprache dienen. Dies sollte nun auch
nicht mehr {iberraschend sein: Haben wir doch im Kapitel zur aussagenlogi-
schen Analyse einfache Aussagesitze der natiirlichen Sprache auf ganz &hnliche
Art und Weise wie oben die atomaren Formeln der pridikatenlogischen Spra-
che charakterisiert.

Wir hatten oben bereits erwahnt, dass die Analyse der atomaren Formeln nicht
den einzigen Unterschied zwischen aussagenlogischer und prédikatenlogischer
Représentierung darstellt. Nehmen wir beispielsweise an, dass wir Folgendes
behaupten:

e Die Erde ist ein Planet.
Dann diirfen wir doch daraus logisch folgern:

e Es gibt (mindestens einen) Planeten.
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Denn wenn es wahr ist, dass die Erde ein Planet ist, dann ist es nicht mdoglich,
dass es keine Planeten gibt — es existiert ja zumindest ein Beispiel, welches wir
prinzipiell angeben kénnten, wenn wir die Existenzbehauptung als wahr nach-
weisen wollten. In der Aussagenlogik konnten wir einen solchen Schluss jedoch
gar nicht rekonstruieren: Aussagenlogisch betrachtet fithrt der obige Schluss
namlich von einer Aussagenvariablen p zu einer weiteren Aussagenvariablen
¢, und der Schluss von p auf ¢ ist selbstversténdlich nicht (aussagen-)logisch
gliltig. Dass der obige Schluss dennoch in einem Sinn logisch giiltig ist, der
iiber die Aussagenlogik hinausgeht, muss daran liegen, dass logische Zeichen
in ihm vorkommen, denen wir im Rahmen der Aussagenlogik keine Bedeu-
tung hitten zuweisen kénnen. In der Tat kommt in dem letzteren Aussagesatz
von oben ein neuer logischer Ausdruck vor, namlich ‘Es gibt’ bzw. ‘Es gibt
mindestens einen’ (‘es gibt wenigstens einen’, ‘es existiert’). Dieser Ausdruck
wird in der pradikatenlogischen Sprache durch ein iiber die vertikale Achse
gespiegeltes ‘E’ wiedergegeben,
=

und er geht immer mit einer sogenannten Individuenvariable — etwa x — einher.
Dieser Ausdruck 3 heifit Ezistenzquantor. Wir schreiben also statt:

e Es gibt mindestens einen/eine/ein x
in unserer formalen pradikatenlogischen Sprache:
e dx

Wenn wir nun ‘Die Erde ist ein Planet’ in der prédikatenlogischen Sprache wie
folgt reprasentieren

e P(e),
dann reprisentieren wir den Aussagesatz ‘Es gibt Planeten’ entsprechend so:
e JxP(x).
Wir lesen diese Formel in “reglementiertem Logiker-Deutsch”:
e Es gibt mindestens ein z, sodass = ein P (ein Planet) ist.
oder auch
e Es gibt mindestens ein z, sodass gilt: = ist ein P (ein Planet).

Formeln der obigen Art nennen wir FExistenzformeln oder existentiell quantifi-
zierte Formeln. Wir sehen, dass die Variable x in der vorigen Formel zweimal
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vorkommt: Einmal steht sie hinter dem Quantor, und ein anderes Mal ist sie
Bestandteil der atomaren Formel P(z). Die beiden Vorkommnisse von = ent-
sprechen in etwa den Vorkommnissen von ‘etwas’ und ‘das’ in ‘Es gibt etwas,
das ein Planet ist.” In dem Existenzsatz ist von der Erde nicht mehr die Rede;
ein Name fiir einen konkreten Gegenstand kommt in der Tat gar nicht mehr
vor, sondern nur mehr eine Individuenvariable, die potentiell fiir einen belie-
bigen Gegenstand stehen kann; Existenzsitze sind generelle Satze. Es wird
nur mehr die Existenz von Planeten behauptet, nicht aber die Existenz des
konkreten Planeten Erde. Die Existenz irgendeines Planeten reicht ja auch
hin, um den Existenzsatz als wahr nachzuweisen. Die atomare Formel P(z),
welche Bestandteil der Existenzformel JxP(x) ist, sagt fiir sich genommen
nichts aus — sie ist eigentlich nicht wahrheitswertfihig, d.h., sie hat keinen
wohlbestimmten Wahrheitswert, jedenfalls solange nicht, bis der Variable x
ein spezifischer Wert gegeben wurde. Dies ist so dhnlich, wie wenn wir sagen:

e Das ist ein Planet,

wobei durch den Kontext nicht erkennbar ist, auf welches Ding sich ‘das’ be-
zieht. Auch dann ist eigentlich noch nicht festgelegt worden, ob dieser um-
gangssprachliche Satz wahr oder falsch ist. Wir miissen entweder den Kon-
text verdeutlichen oder aber ‘das’ durch einen Eigennamen — z.B. ‘die Er-
de’ — ersetzen, um einen wahrheitswertfihigen Satz zu erhalten. Zum Beispiel
konnten wir die Variable ‘@’ durch eine Individuenkonstante — etwa ‘e’ — er-
setzen. Die daraus resultierenden Formel P(e) (von welcher wir urspriinglich
ja ausgegangen sind) ist nun sehr wohl wahrheitswertfihig, denn die Konstan-
te e bezeichnet ein bestimmtes Ding, ndmlich die Erde, welche ja ein Planet
ist. Diese atomare Formel ist also wahr und mithin wahrheitswertfdhig. Die
andere “Methode”, aus der Formel P(z) eine wahrheitswertfihige Formel zu
“machen”, besteht darin, einen Quantor mit der entsprechenden Individuen-
variable davor zu setzen — wie oben bereits gezeigt. Die durch diese Existenz-
formel ausgedriickte Behauptung, dass es mindestens einen Planeten gibt, ist
dann ebenfalls wahrheitswertfdhig und hier sogar wahr.

Wir sehen also, dass wir in der Pradikatenlogik zwischen zwei Arten von
Formeln unterscheiden kénnen und miissen — denen, die ohne weitere Anga-
ben wahr oder falsch sein konnen und denen, die dies nicht sein kénnen (ohne
Zuweisung eines Wertes zu einer Variablen oder dergleichen). Erstere Formeln
werden wir spéter als geschlossen bezeichnen, zweitere Formeln als offen. Wel-
che Variablen wir innerhalb von geschlossenen Formeln fiir die Représentierung
von Existenzsétzen verwenden, ist dabei nicht weiter wichtig: Wir kénnten ‘Es
gibt Planeten’ auch mittels 3y P(y) bzw. 32P(z) reprisentieren: Immer noch
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wiirden wir sagen, dass es etwas gibt, das ein Planet ist.

Wenden wir uns noch einem weiteren Beispiel zu: Der natursprachliche Satz
e Es gibt weibliche Universitédtsprofessoren.
wird wie folgt reprisentiert:
o Jx(W(x)ANU(x))

Denn der vorige Satz heiffit doch nichts anderes als: Es gibt Universitatsprofes-
soren, die auch weiblich sind. Bzw.: Es gibt jemanden, der weiblich und Univer-
sitdtsprofessor ist. (Die Reihenfolge von ‘weiblich’ und ‘Universititsprofessor’
ist dabei nicht wirklich wichtig. Ebenso konnten wir wieder z.B. y statt z
verwenden und so représentieren: Jy(W(y) A U(y)).)

Und der Satz

e Es gibt Universitédtsprofessoren, die nicht weiblich sind.

wird représentiert mittels:
o Jx(U(x) A=W (x))

Hier wollen wir uns gleich die entsprechende Faustregel des Représentierens
von Existenzsétzen merken:

(E) Natursprachliche Ezistenzsitze, in denen im Bereich des Quantors mehr
als ein genereller Term vorkommt, werden meist durch eine Existenzfor-
mel représentiert, welche eine Konjunktionsformel enthélt.

Denn wenn man sagt, dass es P-Dinge gibt, die auch )-Dinge sind, dann sagt
man doch nicht anderes als: Es gibt etwas, das ein P-Ding und ein @-Ding ist.
Man will ausdriicken, dass der Durchschnitt der Menge der P-Dinge und der
Menge der @-Dinge nicht leer ist:

In der Prédikatenlogik (wie z.B. auch in der Mathematik oder in der Phi-
losophie bei der Formulierung von Existenzbehauptungen in der Ontologie)
werden in der Tat alle Sétze der folgenden Arten auf ein und dieselbe Weise
mit Hilfe des Existenzquantors repréisentiert, ndmlich mittels

Jz(P(x) A Q(x)):
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e Es gibt etwas, das P und @ ist.
(Z.B.: Es gibt etwas, das ein Mensch und sterblich ist.)

e Es gibt einige Dinge, die P und @ sind.
(Z.B.: Es gibt einige Dinge, die Mensch und sterblich sind.)

e Es gibt einige P, die @) sind.
(Z.B.: Es gibt einige Menschen, die sterblich sind.)

e Einige P sind Q.
(Z.B.: Einige Menschen sind sterblich.)

e Manche P sind Q.
(Z.B.: Manche Menschen sind sterblich.)

e Es gibt mindestens ein x, sodass P ist und z @ ist.
(Z.B.: Es gibt mindestens ein z, sodass  ein Mensch ist und x sterblich
ist.)

D.h.: ‘Einige’ wird so verstanden, dass ‘Einige sind so-und-so’ auch wahr ist,
wenn genau ein Ding so-und-so ist, so wie ‘Einige sind so-und-so’ auch wahr
ist, wenn alle Dinge so-und-so sind (solange iiberhaupt nédmliche Dinge exis-
tieren). ‘Einige’ meint also einfach nur Ezistenz, egal ob von genau einem Ding
oder von vielen oder sogar von allen: dx ldsst schlichtweg offen, wie viele der
nédmlichen Dinge existieren. Die Unterschiede, die manchmal in der téglichen
Kommunikation zwischen ‘es gibt’ und ‘einige’ gemacht werden, werden als
zur Pragmatik natursprachlicher Auerungen gehorig betrachtet und scheinen
im logischen Existenzquantor nicht mehr auf. (Analoges gilt fiir ‘manche’.)
Ahnliches gilt auch fiir AuBerungen wie von ‘Einige der Fufiballspieler sind
schon am Feld’, die manchmal auch so verstanden werden, dass noch nicht al-
le Fulballspieler am Feld sind; dies ist bei existentiell quantifizierten Formeln
nicht automatisch mitgemeint. In der Tat lasst sich auch in der natiirlichen
Sprache durchaus sagen ‘Einige Fufiballspieler sind schon am Feld, ja sogar
alle’, was so interpretiert werden kann, dass ‘Einige der Fufiballspieler sind
schon am Feld’ semantisch offen ldsst, ob vielleicht doch auch schon alle der
nimlichen FuBballspieler am Feld sind. Es hiingt dann vom AuBerungskontext
ab, ob man zusitzlich zu der in der AuBerung semantisch enthaltenen Infor-
mation weitere bloB pragmatische Informationskomponenten in die Auflerung
“hineininterpretiert” oder auch nicht.

In der Pradikatenlogik darf man daher eine existentiell quantifizierte Formel
wie

o Jx(U(x) A=W (x))
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die

e Es gibt Universitétsprofessoren, die nicht weiblich sind.
reprasentiert, auch so lesen:

e Einige Universitdtsprofessoren sind nicht weiblich.
bzw.

e Manche Universitéatsprofessoren sind nicht weiblich.

Diese behaupten pradikatenlogisch auch nichts anderes als die Existenz von
Universitatsprofessoren, die keine Frauen sind.

Neben dem Existenzquantor kommt in der pradikatenlogischen Sprache noch
ein weiterer “&hnlich gearteter” Ausdruck vor, ndmlich der Allquantor. Dieser
Ausdruck wird durch ein iiber die horizontale Achse gespiegeltes ‘A’ wieder-
gegeben,

v

und er geht ebenfalls immer mit einer Individuenvariable einher:
o Vr

Der natursprachliche Satz
e Alles ist materiell.

wird dann wie folgt représentiert:
o VrM(x).

Formeln dieser Art nennen wir Allformeln oder universell quantifizierte For-
meln. Und wir lesen die obige Formel etwas genauer als

e Fiir alle Dinge x gilt, dass M (materiell) ist.
oder auch als
e Fiir alle Dinge z gilt: x ist M (materiell).

Wiederum tritt die Individuenvariable z hier zweifach auf, dhnlich dem Auf-
treten von ‘Ding’ und ‘es’ in ‘Fiir jedes Ding gilt, dass es materiell ist’. Man
konnte auch wieder genauso gut zur Reprisentierung mittels YyM (y) oder
auch VzM (z) greifen.

Wir kénnen natiirlich daraus, dass irgendein konkretes Ding, etwa der Salz-
burger Dom materiell ist, nicht auf den obigen Allsatz schlielen. Umgekehrt
158t sich aber aus dem Allsatz, dass alle Dinge materiell sind, schlielen, dass
der Salzburger Dom materiell ist:
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o M(s)

Dies kénnten wir nun unter Voraussetzung des Allsatzes sogar fiir jedes belie-
bige Ding behaupten, also etwa auch fiir die Ludwig-Maximilians-Universitiit,
Bertrand Russell und ebenso fiir die Zahl 2. Denn angenommen wirklich al-
les wére materiell, dann miisste doch auch logisch folgen, dass u.a. auch die
Ludwig-Maximilians-Universitdt, Bertrand Russell und die Zahl 2 materiell
wéren. ‘Ding’ in den Sdtzen oben meint also etwas ganz und gar Allgemeines:
Stattdessen kénnte man auch ‘Objekt’ oder ‘Gegenstand’ oder ‘Individuum’
sagen, aber in einem Sinne, in dem alles ein Objekt oder ein Gegenstand oder
ein Individuum ist: Universitdten, Menschen, Zahlen,. .. Allsitze sind selbst-
verstiandlich generelle Sétze.
Oder man ldsst ‘Ding’ iiberhaupt gleich weg:

e Fiir alle z gilt, dass M (materiell) ist.

bedeutet ndmlich genau dasselbe wie die ndmlichen obigen Sétze.
Der Satz

e Alle Salzburger sind Osterreicher.
wird entsprechend so représentiert,
o Vz(S(z) = O(x)).

Denn der Satz behauptet doch so viel wie: Fiir alle Dinge x gilt, wenn z ein
Salzburger ist, dann ist « auch ein Osterreicher. (Eine Représentierung mittels
Yy(S(y) — O(y)) wiirde wieder dasselbe aussagen.)

Analog wird

e Alle Salzburger sind keine Deutsche.

mittels
o Vz(S(z) — —D(x)).

Genau dieselbe logische Form weist {ibrigens auch der Aussagesatz
e Kein Salzburger ist ein Deutscher.

auf: Denn dieser Satz besagt ja auch nur wieder, dass alle Salzburger Nicht-
Deutsche sind.

Hier wollen wir uns die entsprechende Faustregel fiir das Reprisentieren von
Allsdtzen mit mehreren generellen Termen merken:
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(A) Natursprachliche Allsitze, in denen im Bereich des Quantors mehr als
ein genereller Term vorkommt, werden meist durch eine Allformel re-
prasentiert, welche eine Implikationsformel enthélt.

Denn wenn man sagt, dass alle P-Dinge auch @-Dinge sind, dann sagt man
doch nichts anderes als: Fiir jedes Ding gilt, dass wenn es ein P-Ding ist, es
auch ein -Ding ist. Man will nicht etwa ausdriicken, dass alles ein P-Dinge
und ein @-Ding wére, sondern vielmehr, dass die Menge der P-Dinge eine
Teilmenge der Menge der ()-Dinge ist:

In der Pridikatenlogik (wie z.B. auch in der Mathematik oder in den Na-
turwissenschaften bei der Formulierung von Gesetzen) werden in der Tat alle
Sétze der obigen Art auf ein und dieselbe Weise mit Hilfe des Allquantors
reprisentiert, namlich mittels

Va(P(x) = Q(x)):

e Alles was P ist, ist auch Q.
(Z.B.: Alles, was ein Mensch ist, ist sterblich.)

e Alle Dinge, die P sind, sind Q.
(Z.B.: Alle Dinge, die Menschen sind, sind sterblich.)

e Fiir alles gilt: Wenn es P ist, dann ist es auch Q.
(Z.B.: Fiir alles gilt: Wenn es ein Mensch ist, dann ist es auch sterblich.)

Wenden wir uns nun philosophisch etwas interessanteren Beispielen zu, die
thematisch in der Wissenschaftstheorie und der Metaphysik behandelt wer-
den: Aussagesitzen zu kausalen Ursache- bzw. Wirkungsbeziehungen. Zum
Beispiel:

e Alles hat eine Ursache.

Bestimmen wir zuerst die logische Form dieses Satzes, indem wir diesen ein
wenig reglementiert umformulieren, um seine logische Tiefstruktur mit Hilfe
pradikatenlogischer Mittel sichtbar machen:
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e Fiir alle x gilt: Es gibt ein y, sodass y Ursache von x ist.

Damit ist es nun ein Leichtes, die pradikatenlogische Form des Satzes anzuge-
ben:

o VoIyU(y,x).

Wir erkennen also, dass All- und Existenzquantoren auch gemischt vorkom-
men koénnen. Sobald wir festgelegt haben, dass der erste singuldre Term in
U(y,z) fiir die Ursache und der zweite singulire Term in U(y,x) fiir die
Wirkung steht, ist es auch klar, dass das obige Vz letztlich iiber Wirkun-
gen, das obige dy jedoch iiber Ursachen quantifiziert: Alle x sind so, dass
sie Wirkung wenigstens einer Ursache y sind. Und wenn es nicht schon aus
dem Reprasentierungskontext klar sein sollte, dass der erste singuldre Term in
U(y,x) die Ursache und der zweite singulére Term in U(y, ) die Wirkung re-
présentiert, dann liele sich dies auch durch eine “Legende” festlegen, d.h., man
konnte einfach explizit angeben, wie atomare Formeln mit dem Prédikat U zu
verstehen sind — U(y, x): y is Ursache von z. Der Aussagesatz ‘Alles hat eine
Ursache’ wére iibrigens auch mittels Vy3zU (z,y) angemessen repriisentiert:
Denn auch diese Formel sagt aus, dass alles so ist, dass es Wirkung von we-
nigstens etwas ist; der Allquantor bezieht sich dabei nach wie vor auf die zweite
Stelle in U(...,...), wihrend sich der Existenzquantor nach wie vor auf die
erste Stelle bezieht. Ob auf die Wirkungen mittels y und auf die Ursachen
mittels  Bezug genommen wird — wie in Vy3aU(x,y) — oder ob auf die Wir-
kungen mittels x und auf die Ursachen mittels y Bezug genommen wird —
wie in der urspriinglichen Formel Vx3yU (y, z) — ist irrelevant, solange sich die
geiinschten Quantoren auf die gewiinschten Stellen in U(...,...), die mit der
gewiinschten Interpretation versehen sind, beziehen.
Wie sieht nun die prédikatenlogische Form von

e Es gibt etwas, das fiir alles eine Ursache ist.
aus? Offensichtlich muss das die Formel
o JxVyU(x,y)

sein. Die beiden letzten Aussagesiitze — und ihre Reprisentierungen — behaup-
ten selbstversténdlich etwas vollig Unterschiedliches, was an der Stellung der
Quantoren deutlich wird. Im erstem Fall gibt es zwar eine Ursache fiir jedes
Ding (Vz3yU(y,x)), es konnte aber sein, dass all diese Ursachen oder zumin-
dest manche davon voneinander verschieden sind. Im zweiten Fall behaupten
wir, dass es zumindest ein Ding gibt, welches fiir jedes Ding eine Ursache ist
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(JzVyU (z,y)) — damit haben dann aber alle Dinge wenigstens eine gemeinsa-
me Ursache.

Man konnte den obigen Es-gibt-Fiir-Alle-Satz der deutschen Sprache tibrigens
auch dquivalent so reprisentieren: JyVzU (y,z). Wieder wiirde ausgedriickt
werden, dass etwas alles verursacht. Wichtig ist nur, dass die Variable, die
zum Existenzquantor gehort (in JyVaU(y, z) ist das: y), auch die ist, die in
U(y,z) vor dem Komma vorkommt, d.h., eine Ursache bezeichnet. Die Va-
riable, die zum Allquantor gehort (in JyVaU(y, z) ist das: x), ist hingegen
diejenige, die in U(y,z) nach dem Komma auftritt, d.h., eine Folgewirkung
bezeichnet.

Betrachten wir noch ein weiteres Beispiel, einmal natursprachlich formuliert,
dann etwas reglementiert wiedergegeben, schliefilich pradikatenlogisch repré-
sentiert:

e Jeder Mensch hat einen Vater.

e Fiir alle z gilt: Wenn z ein Mensch ist, dann gibt es ein y, so dass y der
Vater von x ist.

o Va(M(z) — IyV(y,z))

Wenn wir beim Représentieren mehrere Quantoren in einer Formel verwenden,
so miissen wir darauf achten, dass wir die Individuenvariablen, welche durch
die Quantoren gebunden werden, richtig wéhlen. Hatten wir dies in letzterem
Beispiel nicht beachtet, so hdtten wir beispielsweise Folgendes erhalten kénnen:

o Vr(M(zx) — 2V (z,x))

Und dies besagt nicht das, was wir behaupten wollten, sondern vielmehr so
etwas wie:

e Fiir alle Menschen gibt es etwas, das Vater von sich selbst ist.

Es stellt sich die Frage, ob wir ein formales Konstrukt wie Vz(M (z) — 32V (x, z))
iiberhaupt als Formel zulassen wollen oder nicht. In manchen préadikatenlogi-
schen Sprachen wird verlangt, dass wir bei der Einfiihrung eines neuen Quan-
tors immer beachten, dass die Individuenvariable des Quantors nicht bereits in
der zu quantifizierenden Formel durch einen anderen Quantor gebunden vor-
kommt. Wir wollen dies zwar toleranter handhaben, sodass sich Vz (M (z) —
JzV (z, x)) spéter sehr wohl als korrekt gebildete priadikatenlogische Formel er-
weisen wird, beim Représentieren sollten wir jedoch immer die folgende dritte
Faustregel des priadikatenlogischen Représentierens berticksichtigen:
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(V) Kommen in einem natursprachlichen Satz mehrere Quantoren ineinander
verschachtelt vor, so weise man den Quantoren in der Représentierung
verschiedene Variablen zu.

‘Ineinander verschachtelt’ soll dabei heiflen: Ein Quantor befindet sich in einem
Teil eines Satzes, der in der Reichweite eines weiteren Quantors liegt, so wie
etwa ‘gibt es etwas, das ...” in obigem Beispielsatz im Bereich des Quantors
‘Fiir alle (Menschen)’ liegt. Die Verwendung verschiedener Individuenvaria-
blen erméglicht es uns, unzweideutig klarzustellen, welcher Quantor in einer
pradikatenlogischen Formel sich auf welchen nachfolgenden Teil der Formel
beziehen soll.

Es ist auch moglich, zwei Existenzquantoren ineinander zu verschachteln:
Zum Beispiel wird

e Es gibt eine Zahl, die kleiner als eine weitere Zahl ist.
durch
o Jx(Z(x) AN Iy(Z(y) NK(z,y)))

reprisentiert.
Und ebenso lassen sich zwei Allquantoren ineinander verschachteln:

e Alle physikalischen Gegensténde sind mit allen physikalischen Gegensténden
identisch.

wird zum Beispiel durch
o Va(P(z) = Vy(P(y) = I(x,y)))

bzw. — in traditionellerer Form angeschrieben —
o Va(P(x) = Vy(P(y) = = =y))

wiedergegeben. (Der Aussagesatz ist selbstverstiandlich falsch, aber auch falsche
Sétze sollen ja logisch repriisentiert werden kénnen.)

Damit haben wir bereits alle sprachlichen Neuheiten der Pradikatenlogik
kennengelernt: Atomare Formeln sind nunmehr strukturiert, wobei in ihnen
singulére und generelle Terme in einer bestimmten Reihenfolge vorkommen,
und es gibt generelle Formeln mit Existenz- und Allquantoren, die sich beliebig
ineinander verschachteln lassen. Daneben verwenden wir wieder die sprachli-
chen Ausdriicke, die uns bereits aus der aussagenlogischen Sprache bekannt
sind — wie Junktoren und Hilfszeichen.

Sehen wir uns zum Abschluss noch einige weitere Beispiele von pradikatenlogi-
schen Représentierungen von Kausalititssédtzen mit dem zweistelligen Pradikat
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U von oben an (wobei U(z,y) immer fiir ‘z ist eine Ursache von y’ bzw. ‘@
verursacht y’ bzw. ‘y wird durch x verursacht’ steht).

Nehmen wir an, wir hétten es mit einem (logisch méglichen) Universum zu
tun, in dem es genau zwei Gegenstinde gibt: d; und ds. (Diese Gegenstinde
koénnten zum Beispiel Ereignisse sein.) Nehmen wir weiters an, in diesem Uni-
versum wiirde das Objekt d; das Objekt do verursachen, ansonsten aber gébe
es keinerlei Beziehungen von Ursache und Wirkung. Dann wiirde sich Folgen-

des ergeben:

Alles verursacht alles:  VzVyU(z,y) (falsch)
Etwas verursacht alles: JzVyU (z,y) (falsch)
Alles verursacht etwas: Va3yU(z,y) (falsch)
Etwas verursacht etwas: 3z3yU (z,y) (wahr)

Von den vier genannten Sdtzen wire dann nur ‘Etwas verursacht etwas’ bzw.
JxIyU (z, y) wahr, weil es wenigstens ein Ding gibt (d;), welches wenigstens ein
weiteres Ding (dg) verursacht. Es wiirde sich z.B. nicht so verhalten, dass etwas
alles verursacht: Damit d; wirklich alles in diesem Universum verursachen
wiirde, miisste di nicht nur ds sondern auch d; selbst verursachen, denn d;
ist selbst ja ebenfalls ein Objekt dieses Universums. Nachdem aber die von
uns vorgebene U-Beziehung keine entsprechende “Schleife” fiir d; aufweist,
ist dies nicht der Fall. 32Vy meint also nicht automatisch, dass der Wert z
von dem Wert von y verschieden sein miisste. Ebenso ist VaVy nicht so zu
verstehen, dass der Wert z von dem Wert von y verschieden sein miisste: Um
VaVyU (z,y) wahr zu machen, miisste jedes Objekt jedes Objekt verursachen,
und dies wiirde u.a. heiflen, dass jedes Objekt auch sich selbst verursachen
miisste.

In dem néchsten Universum sind die Umsténde andere: Es gibt genau vier
Individuen, von denen jedes wenigstens ein weiteres verursacht.
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Alles verursacht alles:  VzVyU(z,y) (falsch)
Etwas verursacht alles: JzVyU(z,y) (falsch)
Alles verursacht etwas: Vz3yU(z,y) (wahr)

Etwas verursacht etwas: 3z3yU (z,y) (wahr)

Man konnte meinen, es wére sogar ‘Alles verursacht alles’ (VaVyU (z,y)) wahr,
weil jedes Ding “iiber Umwege” jedes andere Ding verursachen miisste. Wir ha-
ben jedoch nicht angenommen, dass die Kausalbeziehung transitiv ist: Hatten
wir dies annehmen wollen, hitten wir zusétzliche Pfeile von dy zu ds, von d; zu
dy, von do zu d4 usw. angeben miissen. In der Wissenschaftstheorie und der Me-
taphysik wird im Ubrigen auch diskutiert, ob zirkulire Kausalbezichungen wie
die obige physikalisch bzw. metaphysisch moéglich sind; hier geht es uns freilich
nur darum, logisch mogliche Universen zu untersuchen. Einschrénkungen, die
iiber rein logische Moglichkeiten hinausgehen, miissten durch entsprechende
zusétzliche physikalische oder metaphysische Pramissen angegeben werden.
In der néchsten logisch moglichen Welt verursacht ebenfalls alles etwas,
freilich ohne dass die Kausalbeziehung deswegen einen Zirkel formen wiirde:

)

Alles verursacht alles:  VaVyU(x,y) (falsch)
Etwas verursacht alles: J2VyU(z,y) (falsch)
Alles verursacht etwas: Va3yU(x,y) (wahr)

Etwas verursacht etwas: 3z3yU (z,y) (wahr)

Das obige Universum beinhaltet also unendliche viele Objekte, dhnlich wie
die Menge der ganzen Zahlen (..., —2,—1,0,+1,+2,...) unendlich viele Ele-
mente aufweist; und jedes dieser Objekte verursacht wenigstens ein weiteres
(Vz3yU (z,y)). Dabei ist es unerheblich, ob unser tatsichliches (aktuales, wirk-
liches) Universum vielleicht nur endlich viele Gegenstédnde aufweist: Die Exis-
tenz unendlich vieler Gegensténde stellt jedenfalls eine logische Moglichkeit
dar, und nur darauf kommt es momentan an.
Zuriick zu einem logisch méglichen endlichen Universum:
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Alles verursacht alles:  VaVyU(z,y) (falsch)

Etwas verursacht alles: JzVyU(z,y) (falsch)
Alles verursacht etwas: Va3yU(z,y) (falsch)

Etwas verursacht etwas: 3z3yU (z,y) (wahr)

Warum aber ist ‘Etwas verursacht alles’ (3xVyU (z,y)) falsch hier: Verursacht
d1 nicht jedes Objekt in diesem Universum? Nein! Wie zuvor schon einmal
ausgefithrt: Damit d; wirklich alles (Vy) verursacht, miisste es auch sich selbst
verursachen, denn d; selbst ist ja ebenfalls ein Objekt dieses Universums.

In dem nachfolgenden Universum verhélt es sich aber wirklich so, dass es
etwas gibt — ndmlich d; — das alles verursacht (inkl. d; selbst):

Alles verursacht alles:  VzVyU(z,y) (falsch)
Etwas verursacht alles: JzVyU(z,y) (wahr)
Alles verursacht etwas: Va3yU(z,y) (falsch)

Etwas verursacht etwas: 3z3yU (z,y) (wahr)

Im néchsten Beispiel gilt sogar, dass alles alles verursacht:
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Alles verursacht alles: VaVyU (x,

(z,y
Etwas verursacht alles: JzVyU(z,y
Alles verursacht etwas: Va3yU(z,y

Yy

Etwas verursacht etwas: Jx3yU|(x,

Denn d; verursacht sowohl d; als auch do, und genauso verursacht dy sowohl
dy als auch ds.

Mittels préadikatenlogischer Repréasentierung lassen sich auch die Unterschie-
de zwischen aktiven und passiven Formulierungen des Natursprache prézise
einfangen, etwa zwischen ‘Alles verursacht etwas’ (Vx3yU(x,y)) und ‘Alles
wird durch etwas verursacht’ (Vy3zU (z,y)). Zum Beispiel ergibt sich im fol-
genden Beispiel:

)

Etwas verursacht alles: JxVyU (x,y) (falsch)
Alles wird durch etwas verursacht: Vy3zU (x,y) (wahr)
Alles verursacht etwas: Va3yU (z,y) (wahr)

Denn fiir jedes y gibt es wenigstens ein x, sodass x eine Ursache von y ist: Alles
wird durch etwas verursacht. Wie wir zuvor schon gesehen haben, verursacht
auBerdem alles etwas (Vo3yU(x,y)). Dabei verhilt sich jedoch nicht so, dass
etwas alles verursacht (3zVyU (z,y)).

Im folgenden Beispiel schliellich driickt sich der Unterschied zwischen Pas-
siv und Aktiv bzw. zwischen Vy3zU (z,y) und VzIyU(x,y) sogar in einem
Wahrheitswertunterschied aus:
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Etwas verursacht alles: J2VyU(x,y) (wahr)
Alles wird durch etwas verursacht: Vy3zU (x,y) (wahr)

Alles verursacht etwas: VaIyU (x,y) (falsch)

Wiederum wird alles durch etwas verursacht (nimlich durch dy), freilich dies-
mal, ohne dass alles etwas verursachen wiirde. Im Unterschied zu dem vo-
rigen Beispiel gibt es nun auch etwas, das alles verursacht (wieder d;), wie
oben bereits erwédhnt. In der Tat werden wir spédter nachweisen kénnen, dass
wann immer JzVyU (z,y) wahr ist, auch Vy3zU (z,y) wahr sein muss, jedoch
nicht notwendigerweise umgekehrt. (Im vorigen Universum war beispielsweise
Vy3zU (z,y) wahr, 3zVyU (z,y) aber falsch.)

Solche logischen Beziehungen zwischen quantifizierten Sétzen und die Zu-
ordnung von Wahrheitswerten zu quantifizierten Sétzen werden wir in Bélde
in der pradikatenlogischen Semantik prézise machen kénnen. Zuvor werden
wir uns jedoch noch der pradikatenlogischen Reprisentierung von Argumen-
ten und (im néchsten Kapitel) der priadikatenlogischen Sprache widmen. Die
obigen Beispiele sollten aber schon hinreichen, um klarzumachen, dass ein
prézises philosophisches Studium der Kausalbeziehung in vielen Fillen eine
exakte pradikatenlogische Reprisentierung von Aussagesitzen zur Ursache-
Wirkung-Beziehung voraussetzt. Ansonsten kénnten ndmlich Behauptungen
der Form ‘Etwas verursacht alles’ und ‘Alles wird durch etwas verursacht’ nur
allzu leicht miteinander verwechselt und in ihren logischen Eigenschaften und
Beziehungen verkannt werden. Entsprechend verhilt es sich mit allen anderen
wissenschaftlichen Bereichen, in denen auf Eigenschaften und — logisch noch
interessanter — Beziehungen von Objekten Bezug genommen wird (die Zahl
x ist kleiner als die Zahl y; die Person zx ist ein Nachfahre der Person y; die
Handlung x ist von groflerem Wert als die Handlung y; der Punkt y befindet
sich zwischen den Punkten x und z; etc.)

8.2 Argumente und pradikatenlogische Argument-
formen

Zur Reprisentierung von Argumenten haben wir natiirlich auch in der Pra-
dikatenlogik entsprechende Argumentformen zur Verfiigung. Betrachten wir
dazu das folgende einfache Argument:

Osterreich ist ein Staat.
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Daher gibt es Staaten.

Um ein solches Argument zu repréisentieren, repriasentieren wir — wie wir be-
reits aus der Aussagenlogik wissen — zuerst simtliche Pramissen und dann die
Konklusion. Die Pramisse des obigen Arguments wird wie folgt reprisentiert:

e S(0)
Die Konklusion wird dann so représentiert:
o JzS(z),

wobei wir uns erlauben, ‘Es gibt Staaten’ wiederum als ‘Es gibt mindestens
einen Staat’ zu verstehen. (Wenn stattdessen ‘Es gibt mindestens zwei Staaten’
gemeint wire, werden wir in Kapitel 13 bequeme Moglichkeiten kennenlernen,
auch dieses Verstandnis addquat zu représentieren.)

Damit ergibt sich als pradikatenlogische Reprisentierung dieses Argumen-
tes:

e S(0)..3xS(x)

Etwas allgemeiner formuliert, ist diese Argumentform von der folgenden
Form (eine Instanz des folgenden Schemas):

(EE) Aft/v] ... JvAv]

Kurz: Das Einzelding t weist eine gewisse Eigenschaft A auf; daher gibt es
Dinge mit der Eigenschaft A. Man argumentiert fiir die Wahrheit einer Exis-
tenzbehauptung auf der Basis der Angabe eines Einzelbeispiels.

Wir miissen hierbei noch erkléren, was die Zeichenkette ‘A[t/v]” zu bedeu-
ten hat. Es handelt sich dabei um eine sogenannte Substitution oder Ersetzung
(Einsetzung): A[t/v] ist diejenige Formel, die aus der Formel A[v] dadurch ent-
steht, dass {iberall dort, wo die Variable v frei, d.h. nicht in der Reichweite eines
Quantorausdrucks der Form Jv oder Vv vorkommt, diese Variable v durch den
singuléren Term ¢ ersetzt wird. Angewandt auf das vorige Beispiel: Die Formel
Alv] war dort die atomare Formel S(z), die Variable v somit die Variable =,
der singuldre Term ¢ war dort ¢, die Formel A[t/v] war die Formel S(¢) —
das Resultat des Einsetzens von ¢ fiir die freie Variable z in S(x) — und die
Formel JvA[v] war natiirlich nichts anderes als JzS(x). Der Grund, warum
wir eckige Klammern in ‘A[v]’ benutzen, ist der, dass wir mit Ausdriicken wie
‘A[v]” nur signalisieren wollen, dass wir letztlich alle freien Vorkommnisse der
Variable v in der Formel A[v] ersetzen wollen; A[v] kann dabei eine atomare
oder eine komplexe Formel sein. Verwenden wir jedoch runde Klammern, wie
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in ‘S(z)’, so halten wir damit fest, dass es sich jedenfalls um eine atomare
Formel handeln soll. Man beachte auch, dass (EE) so gemeint ist, dass ‘v’ fiir
eine beliebige Individuenvariable steht; ‘v’ konnte auch fiir ‘y’ oder ‘2z’ stehen,
wenn wir wollten. Ebenso steht ‘¢’ fiir einen beliebigen singulédren Term.

Wir werden die Feinheiten sowie weitere Anwendungen dieser Substituti-
onsfunktion in spéteren Kapiteln ausfiithrlicher und genauer behandeln. Ins-
besondere werden wir das Substitutieren von singuldren Termen fiir Indivi-
duenvariablen in Formeln noch benétigen, um die neuen prédikatenlogischen
Herleitungsregeln in Kapitel 11 prézise formulieren zu kénnen.

Hier sind einige zusétzliche Beispiele fiir Instanzen von (EE):

e P(a).. JzP(x)

[ ]
O
S
~ ~
L
8
QO
—~~
Q

e P(z)..3xP(x)

Argumentformen der Form (EE) werden in der klassischen Priadikatenlogik
als logisch giiltig anerkannt. Man beachte, dass sich solche Schliisse im Rah-
men der Aussagenlogik niemals als logisch giiltig erwiesen hétten, ja nicht
einmal formal angeschrieben hétten werden konnen. Im priadikatenlogischen
System des natiirlichen Schliessens werden wir jedoch auf logische Schlussre-
geln zuriickkommen, die (EE) &hneln werden.

Wie zuvor schon einmal erwdhnt, gibt es aber auch Pradikatenlogiken der so-
genannten freien Logik!, die solchen Regeln nicht uneingeschriankte Giiltigkeit
zusprechen, und zwar aufgrund von Argumenten der folgenden Art:

Pegasus ist ein fliegendes Pferd.

Daher gibt es fliegende Pferde.
Die Reprisentierung dieses Argumentes ist
o F(p).. JaF(x)

oder, etwas feingliedriger représentiert, was geméafl unserer alten Représentier-
ungsregel (K) aus der Aussagenlogik vorzuziehen ist:

!Siehe [6].
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e F(p)AP(p)..3z(F(x) A P(x))

(Wir werden das pridikatenlogische Analogon zu (K) bei priadikatenlogischen
Représentierungen wiederum voraussetzen.) ‘p’ ist dabei keine Aussagenva-
riable, sondern eine Individuenkonstante, die einen Eigennamen représentiert.
Manche behaupten nun, dass es zwar wahr ist, dass Pegasus ein fliegendes
Pferd ist (in der girechischen Mythologie), dass es jedoch nichtsdestotrotz kei-
ne fliegende Pferde gibt (als biologische Wesen). Also sei das obige Argument
ein Gegenbeispiel gegen (EE). Die Antwort der klassischen Prédikatenlogik
darauf lautet: Entweder ist die Préamisse des Argumentes micht wahr, denn
sie ist gar kein wahrheitswertfihiger Ausdruck — entsprechend ist ‘Pegasus
ist ein fliegendes Pferd’ kein Aussagesatz — und zwar deshalb weil singulire
Terme wie das obige p bzw. ‘Pegasus’ kein Referenzobjekt besitzen (z.B. kein
biologisches Wesen bezeichnen). In diesem Fall haben wir es oben gar nicht
mit einem Argument mit Aussagesétzen zu tun, wodurch wir auch nicht in
die Verlegenheit kommen, dessen erste Prémisse reprisentieren zu miissen.
Oder aber sowohl die Pramisse als auch die Konklusion sind wahr, weil ‘Pega-
sus’ ein mythologisches (und somit eventuell ein bestimmtes abstraktes) Ob-
jekt bezeichnet und ‘fliegende Pferde’ sich sowohl auf biologische als auch auf
mythologische fliegende Pferde beziehen kann. Dann folgt aber auch aus der
Wahrheit der Pramisse die Wahrheit der Konklusion, wie von der klassischen
Logik gefordert (und spéter in Kapitel 11 herleitbar). Im Rahmen unserer
Vorlesung setzen wir jedenfalls von vornherein voraus, dass wir es nur mit
Individuenkonstanten bzw. Eigennamen zu tun haben werden, die auch ein
Referenzobjekt besitzen. Dazu kommt, dass dass Verstdndnis der freien Logik
selbst auf dem Verstédndnis der klassischen Logik fufit, und hat man sich erst
einmal zweiteres erworben, ist es nicht mehr schwierig, sich auch ersteres zu
erwerben.
Hier ist ein weiteres Beispiel fiir ein natursprachliches Argument:

Alle Wiener sind Séugetiere.

Sokrates ist ein Wiener.

Also ist Sokrates ein Saugetier.
Die préadikatenlogische Form dieses Argumentes ist:
o Vo (W(x) — S(x)),W(s)..S(s)

Dieses wird sich als (préadikaten-)logisch giiltig herausstellen. (Die zweite Pra-
misse ist natiirlich tatséchlich falsch: Es geht aber bei der logischen Giiltigkeit
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von Argumenten, wie schon des Ofteren ausgefiihrt, nicht darum, ob die Pri-
missen tatsichlich wahr sind, sondern, ob die Wahrheit der Pramissen die
Wahrheit der Konklusion zwingend nach sich ziehen wiirde.) Wenn wir entspre-
chend spéter beim pradikatenlogischen Herleiten die Regel des konditionalen
Beweises anwenden, so werden wir damit auch

o Va(W(zx) = S(x)) .. (W(s) = S(s))

als deduktiv giiltig nachweisen konnen. Und diese Argumentform ist eine In-
stanz des allgemeinen Schemas:

(UB) VuA[v] . Aft/v]

Kurz: Alles weist eine gewisse Eigenschaft A auf; daher gilt dies auch fiir das
Einzelding t. Man argumentiert fiir das Bestehen eines einzelnen Sachverhalts
auf der Basis einer universellen Behauptung. Wieder wird dabei ein beliebi-
ger singuldrer Term ¢ — im obigen Beispiel: s — fiir die Variable v (oben: x)
eingesetzt. Einige weitere Beispiele fiir (UB) wéren:

o VzP(x) .. P(b)
o VyR(y,a) .. R(a,a)
o VzQ(z) .. Q(z)

Wieder werden wir spéter auf logische Regeln, die obigem (UB) dhneln, zuriick-
kommen, und wie vorher sollte man sich vor Augen halten, dass Regeln solcher
Art in der Aussagenlogik nicht als logisch giiltig gegolten hitten, ja noch nicht
einmal formulierbar gewesen wéren.

In der Sprache der Pridikatenlogik kénnen auch alle der viel bemiihten
Aristotelischen Syllogismen dargestellt werden. Ein typischer Syllogismus ist
zum Beispiel:

Alle Halleiner sind Kéarntner.

Alle Kirtner sind Osterreicher.

Daher sind alle Halleiner Osterreicher.

Die erste Pramisse ist dabei tatsdchlich falsch: Alle Halleiner sind vielmehr
Salzburger. Das tut der logischen Giiltigkeit des Argumentes aber keinen Ab-
bruch: Wenn beide Préamissen in dem obigen Argument wahr wéren, wére mit
logischer Notwendigkeit auch die Konklusion wahr.

Dieser Syllogismus hat die folgende pradikatenlogische Form:
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o Vr(H(z) = K(x)),Vo(K(x) — O(x)) ... Vz(H(z) = O(x))

Umgekehrt konnen jedoch viele der oben vorgestellten Repréasentierungen nicht
in der traditionellen Sprache der Aristotelischen Syllogismen durchgefiihrt wer-
den. Und was das logische Schlieflen betrifft, wire der logisch giiltige Schluss
von

o JxVyR(z,y) (“Es gibt etwas, das zu allem in der R-Beziehung steht”)
auf

e Vy3zR(z,y) (“Fiir jedes Ding gibt es etwas, das zu ihm in der R-Bezieh-
ung steht”)

in der Syllogistik weder formulierbar noch als logisch giiltig nachweisbar ge-
wesen. (Wir haben diesen logischen Zusammenhang ja bereits zuvor fiir den
Fall der Kausalbeziehung R besprochen.)

Der entscheidende Schritt in der Entwicklung der modernen Logik durch
Gottlob Frege und andere bestand gerade darin, iiber die sprachlichen und lo-
gischen Beschriankungen der traditionellen Aristotelischen Syllogistik hinaus-
zugehen. Dies gelang durch die Entdeckung der modernen Préadikatenlogik,
deren Sprache wir nun im néchsten Kapitel prizise entwickeln werden.

Was Sie nach diesem Kapitel (inkl. Ubungen) beherrschen sollten:

e Aussagesitze und Argumente pridikatenlogisch zu reprisentieren.
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8.3 TUbungen

Ubung 8.1 Erkliren Sie, was eine atomare Formel der pridikatenlogischen
Sprache ist!

Représentieren Sie die folgenden natursprachlichen Aussagesétze in der pradi-
katenlogischen Sprache:

1. Anatol ist Gerber.

2. Anatol liebt Barbara.

3. Anatol geht mit Barbara von Drosselkirchen nach Cronberg.
4. Anatol und Barbara gehen von Cronberg nach Drosselkirchen.

5. Anatol arbeitet mit Barbara in Cronberg.

Ubung 8.2 Welche Quantoren gibt es in der pridikatenlogischen Sprache,
und was bedeuten sie?

Wie werden im allgemeinen Existenzsétze, welche mehr als einen generellen
Term enthalten, reprasentiert?

Wie werden im allgemeinen Allsétze, welche mehr als einen generellen Term
enthalten, représentiert?

Reprisentieren Sie die folgenden natursprachlichen Aussageséitze in der pra-
dikatenlogischen Sprache:

1. Es gibt keinen Gerber in Cronberg.
2. Alle Biirger in Drosselkirchen sind unzufrieden.

3. Alle Biirger in Drosselkirchen jubeln, aber manche Biirger in Cronberg
sind verargert.

4. Alle Osterreicher sind keine Philosophen.

5. Alle Osterreicher sind nicht keine Philosophen.
6. Nicht alle Osterreicher sind keine Philosophen.
7. Es gibt Osterreicher, die Philosophen sind.

8. Es gibt Osterreicher, die keine Philosophen sind.

9. Es ist nicht der Fall, da8 es Osterreicher gibt, die Philosophen sind.
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10.
11.
12.

13.

14.
15.

16.

Es ist keineswegs so, dal manche Osterreicher keine Philosophen sind.
Alle Salzburger sind Osterreicher und Europier.
So mancher Oberdsterreicher lebt in Salzburg.

Jeder Mensch hat eine Mutter und einen Vater, aber nicht jeder Mensch
hat Kinder.

Es gibt ein Wesen, welches alle Dinge erschaffen hat.
Manche Menschen besitzen ein Auto.

Alle Deutschen beneiden samtliche Bundestagsabgeordnete.
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Kapitel 9

Die pradikatenlogische
Sprache

Wie bereits fiir die aussagenlogische Sprache geschehen, werden wir nun auch
die pradikatenlogische Sprache prézise festlegen, und analog zur Vorgangsweise
in der Aussagenlogik beginnen wir auch hier mit dem Alphabet (Vokabular).

9.1 Das Alphabet der pradikatenlogischen Sprache

Das Alphabet der pridikatenlogischen Sprache setzt sich wiederum aus de-
skriptiven Zeichen, logischen Zeichen und Hilfszeichen zusammen:

1. Deskriptive Zeichen:

(a) Abzidhlbar viele Individuenkonstanten: a1, ag, as, ...

(b) Abz#hlbar viele Pradikate:
Pl P} PR, ... (fiir jede Stellenanzahl n > 1)

2. Logische Zeichen:

(a) Junktoren: -, A, V, —, >
(b) Quantoren: 3,V

(¢) Abzdhlbar unendlich viele Individuenvariablen:
L1,T2, T3, T4, X5, - - -

3. Hilfszeichen:

(a) ()
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(b)

Man beachte dabei: Die deskriptiven Zeichen diirfen von uns — passend je
nach Anwendung und Zweck — frei gew#hlt werden. Jede solche Wahl fiithrt
dann zu genau einer préidikatenlogischen Sprache; es gibt demnach, im Un-
terschied zur eindeutig festgelegten Sprache der Aussagenlogik, mehr als eine
pradikatenlogische Sprache. Die logischen Zeichen und die Hilfszeichen hinge-
gen sind fix und fiir alle préadikatenlogischen Sprachen verbindlich.

Wenn wir oben ‘abzihlbar viele’ schreiben, meinen wir: endlich viele oder
abzéhlbar unendlich viele, je nachdem, wieviele Individuenkonstanten oder
Pradikate wir zum Représentieren natursprachlicher Sédtze annehmen wollen.
‘endlich viele’ schliet dabei auch den Fall 0 ein, d.h. wir konnten auf Indivi-
duenkonstanten oder Prédikate bestimmer Stelligkeit auch vollig verzichten,
wobei wir jedoch annehmen wollen, dass zumindest irgendein Pradikat in un-
serem Alphabet vorhanden ist. Wie friither bei den Aussagenvariablen setzen
wir aulerdem jedenfalls abzahlbar unendlich viele Individuenvariablen als ge-
geben voraus. Statt ‘zi’, ‘we’, ‘ws’ werden wir meistens einfach ‘x’, ‘y’, ‘2’
schreiben, um wo immer moglich die Verwendung von Subindizes zu vermei-
den. Ahnlich werden wir auch ‘e’ und ‘b’ fiir, respektive, ‘a;’ und ‘as’ schreiben,
sowie ‘P’ fiir ‘Pl und ‘R’ fiir ‘P?’. Bei den Pridikaten gibt der Superindex
die Stellenanzahl des Pradikats, wahrend der Subindex dazu verwendet wird,
um verschiedene Pridikate derselben Stellenanzahl durchzunummerieren.

Obwohl sich semantisch gesehen die Individuenvariablen — wie die Indivi-
duenkonstanten — auf Einzeldinge (Individuen) in der Welt beziehen werden,
wollen wir sie — anders als die Individuenkonstanten — als logische Zeichen
auffassen, und zwar deshalb weil die Individuenvariablen gemeinsam mit den
Quantoren eine Einheit bilden: Die Individuenvariablen sollen ja letztlich nur
die Stellen in einer Formel festlegen, auf die sich Vorkommnisse von Existenz-
oder Allquantoren beziehen. Wie die Quantoren selbst zédhlen daher auch die
Individuenvariablen zu den logischen Zeichen.

Wir setzen dazu noch fest:

o Fiir alle t gilt: ¢ ist ein singuldrer Term gdw t ist eine Individuenkon-
stante oder t ist eine Individuenvariable.

Allgemein werden wir Kleinbuchstaben wie ‘¢’ (mit oder ohne Index) als Me-
tavariablen fiir singulidre Terme der pradikatenlogischen Sprache verwenden.
Wann immer wir also

t

schreiben, meinen wir eine beliebige Individuenkonstante oder Individuenva-
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riable. Ab und zu werden wir auch ‘c’ als Metavariable fiir Individuenkonstan-
ten und ‘v’ als Metavariable fiir Individuenvariablen verwenden.

Fiir die Bildung prédikatenlogischer Argumentformen fiigen wir schlieflich
wie schon in der Aussagenlogik unserem Alphabet noch das Zeichen fiir den
formalen Konklusionsindikator hinzu:

e Daher-Zeichen: ..

Pradikatenlogische Argumentformen werden dann genau wie in der Aussagen-
logik als Folgen der Form Aj,..., A, .. B definiert, mit dem einzigen Un-
terschied, dass die zugrundeliegende Definition dessen, was eine Formel ist
— um welche Art von Objekten es sich also bei Aq,...,A,, B handelt — in
der Pridikatenlogik eine andere ist. Dieser Definition werden wir uns in der
néchsten Sektion zuwenden.

9.2 Die Grammatik der pridikatenlogischen Spra-
che

Wie schon fiir die aussagenlogische Sprache ausgefiihrt, lassen sich auch aus
den Zeichen des Alphabets einer priadikatenlogischen Sprache “unsinnige” Zei-
chenketten bilden (wie —aVP—3 usw.). Wir legen nun auf die bereits aus der
Aussagenlogik bekannte Art und Weise rekursiv (oder induktiv) fest, was ei-
ne pradikatenlogische Formel und somit “wohlgeformt” ist. ‘Rekursiv’ heif3t
wieder schlicht: Ob eine komplexe Zeichenfolge eine Formel ist, hingt per de-
finitionem davon ab, ob gewisse ihrer Teile Formeln sind und wie diese zusam-
mengesetzt wurden; ob diese Teile Formeln sind, hingt wiederum davon ab,
ob deren Teile Formeln sind und wie diese zusammengesetzt wurden; usw. Bei
den einfachsten Formeln, den atomaren Formeln, legt man schliefllich direkt
fest, wann man es mit einer Formel zu tun hat und wann nicht (der sogenannte
Rekursionsanfang).

Die Definition besteht wieder aus syntaktischen Regeln (Formationsregeln),
fiir deren Formulierung wir erneut unsere Metavariablen ‘A’, ‘B’, ‘C”, ‘D’,. ..
verwenden, welche nunmehr fiir beliebige prédikatenlogische Formeln stehen.
Syntaktische Definitionen wie diese sind in der Prédikatenlogik stillschweigend
auf das gewahlte Alphabet relativiert, welches festlegt, welche Priadikate und
Individuenkonstanten bei der Bildung atomarer Formeln zur Verfiigung stehen
(‘pradikatenlogische Formel” heifit also eigentlich so viel wie prddikatenlogische
Formel diber dem vorgegebenen Alphabet so-und-so):

Definition 16 Die Menge der priadikatenlogischen Formeln ist definiert durch:
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1. Wenn P" ein n-stelliges Pradikat ist und ¢y, ..., ¢, singulére Terme sind,
so ist P™(ty,...,t,) eine Formel.

2. Wenn A eine Formel ist, dann ist auch —A eine Formel.

3. Wenn sowohl A als auch B Formeln sind, dann ist auch (A A B) eine
Formel.

4. Wenn sowohl A als auch B Formeln sind, dann ist auch (A V B) eine
Formel.

5. Wenn sowohl A als auch B Formeln sind, dann ist auch (A — B) eine
Formel.

6. Wenn sowohl A als auch B Formeln sind, dann ist auch (A <> B) eine
Formel.

7. Wenn A eine Formel ist und v eine Individuenvariable ist, dann ist auch
Vv A eine Formel.

8. Wenn A eine Formel ist und v eine Individuenvariable ist, dann ist auch
JvA eine Formel.

9. Nur solche Zeichenreihen sind Formeln, die sich mit Hilfe der Klauseln
1-8 bilden lassen.

Wir nennen die geméfl Regel 1 gebildeten Formeln auch ‘atomare Formeln’,
die gemifl Regel 2 gebildeten Formeln ‘ Negationsformeln’, die geméfl Regel 3
gebildeten Formeln ‘ Konjunktionsformeln’, die geméfl Regel 4 gebildeten For-
meln ‘ Diskunktionsformeln’, die gemafl Regel 5 gebildeten Formeln ‘Implika-
tionsformeln’, die gemif Regel 6 gebildeten Formeln ‘A quivalenzformeln’, die
gemif Regel 7 gebildeten Formeln ‘ Allformeln’ und schliellich die gemifl Regel
8 gebildeten Formeln ¢ Ezistenzformeln’. Die nicht-atomaren Formeln werde ich
auch ‘komplexe Formeln’ nennen. Die gesamte Menge der priadikatenlogischen
Formeln bezeichnen wir wieder mit ‘F”.

Man beachte, dass in 7 und 8 beim Einfithren der beiden Quantoren keine
Extra-Klammern fiir dieselben eingefiigt werden. Etwaige Klammern in YvA
und FvA rithren rein von A her.

Hier einige Beispiele fiir den Formelaufbau: Nehmen wir an, unser Alpha-
bet enthélt das einstellige Pridikat P, das zweistellige Priadikat R und die
Individuenkonstante a. Dann sind

e P(x)
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und
o R(z,y)

geméf Regel 1 atomare Formeln. Daher ist geméfl Regel 8, angewandt auf die
letztere Formel, auch

e JyR(z,y)

eine Formel, und zwar eine existentiell quantifizierte, sowie geméfl Regel 5
 (P(zx) = JyR(z,y))

eine Implikationsformel. Somit ergibt sich gemafl Regel 7, dass
o Vz(P(x) — JyR(z,y))

ebenfalls eine Formel ist, und zwar eine allquantifizierte Formel oder Allfor-
mel, weil die zuletzt zur Formelbildung angewandte Formationsregel eben die-
jenige fiir Allformeln war. die ndmliche Formel kénnte zum Beispiel zur Re-
prisentierung des Aussagesatzes

e Jeder Vater hat ein Kind

wobei P fiir ‘ist Vater’ und R(x,y) fiir ‘y ist Kind von z’ stehen wiirde. Man
beachte, dass hier in der natursprachlichen Ubersetzung die singulidren Terme
in R(x,y) umgekehrt zu lesen sind, dass also mit R(x,y) gemeint ist, dass y ein
Kind von z ist und nicht etwa, dass z ein Kind von y ist. Wiirden wir R(z,y)
als ‘x ist ein Kind von 3’ lesen, dann wére die obige Formel vielmehr eine
Reprisentierung des Aussagesatzes ‘Jeder Vater ist ein Kind (von jemandem)’.

Doch bleiben wir bei unserer urspriinglich intendierten Leseart von R(z,y):
Entsprechend wire dann

e Wenn Hannes Leitgeb ein Vater ist, dann hat er ein Kind
zu reprasentieren durch die Formel
* (P(a) = JyR(a,y))

die analog zu vorher durch Anwendung unserer syntaktischen Regeln gebildet
werden kann, allerdings indem man mittels Regel 1 bei den atomaren Formeln

e P(a)
und

e R(a,y)
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beginnt. Genauso gilt: Da wie gesagt
e R(x,y)
wegen Regel 1 eine Formel ist, ist auch gem&f Regel 8
e JzR(z,y)
eine Formel und somit auch — wiederum auf Basis von Regel 8 —
e JydzR(z,y)
Daraus ergibt sich mittels Regel 2 (fiir Negationsformeln), dass auch
e —JydzR(z,y)

eine pridikatenlogische Formel ist, ndmlich eine Negationsformel. Was hier
durch das Negationszeichen negiert wird, ist die Formel, auf die Regel 2 ange-
wandt wurde: JyJzR(x,y). Es wird von der Negationsformel ausgesagt, dass
es nicht der Fall ist, dass etwas zu etwas in der R-Beziehung steht. Hétte
man stattdessen beispielsweise sagen wollen, das etwas zu etwas nicht in der
R-Beziehung steht — was etwas anderes bedeutet — dann hétte man zu der For-
mel JyJz—R(x,y) greifen miissen, die in folgenden Schritten aufzubauen wire:
Man konstruiere R(x,y), dann —R(x, y), anschlieBend Jz—R(x, y) und endlich
Jydx—R(z,y). Die dabei schlussendlich entstandene Formel wére dann eine
existentiell quantifizierte oder Existenzformel gewesen, in deren Innerem sich
das Negationszeichen — befinde, das sich selbst wieder auf R(z,y) beziehen
wiirde. Jy3z—R(z,y) insgesamt wiirde dann besagen: Es gibt ein x, sodass
es ein y gibt, sodass es nicht der Fall ist, dass x zu y in der R-Beziehung
steht. Alle die ndmlichen Formeln aber sind Elemente der oben von uns de-
finierten Menge F der pridikatenlogischen Formeln (iiber dem vorgegebenen
Alphabet).

Gemaif der Klauseln fiir die Quantoren-Formeln finden wir aber auch etwas
auf den ersten Blick “Unsinniges” wie

o VzP(a)
o Jz(P(x) AVzR(z,a))

unter unseren Formeln. Mit ein bisschen gutem Willen kénnen wir sogar die-
sen Formeln einen gewissen Sinn entlocken und sie natursprachlich wie folgt
umformulieren:

e Alles ist so, dass a die Eigenschaft P hat.
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e Es gibt etwas, sodass es P ist und alles in der Beziehung R zu a steht.

Normalerweise wiirden wir Aussagesitze dieser Art allerdings gar nicht duflern:
Das ‘Alles ist so, dass’ ist ndmlich iiberfliissig, und das ‘alles steht in der
Beziehung R zu a’ sollte eigentlich nicht in der Reichweite von ‘Es gibt etwas,
sodass’ liegen. Stattdessen wiirden wir von vornherein das, was wir eigentlich
sagen wollen, anders formulieren, etwa mittels:

e ¢ hat die Eigenschaft P.

e Es gibt etwas, das P ist, und alles steht in der Beziehung R zu a.
Und diese wiirden wir dann eher so représentieren:

e P(a)

o JzP(x) ANVzR(z,a)
oder auch, was die zweite Formel betrifft, als

e JzP(x) ANVyR(y,a)

Bei allen diesen Zeichenreihen handelt es sich jedoch um Formeln geméfl der
obigen Formationsregeln.

Auch wenn wir daher Formeln wie die vorigen von oben kaum in Représen-
tierungen benétigen werden, so sollen sie uns doch nicht weiter stéren. Sie als
pradikatenlogische Formeln zuzulassen, gestattet es uns nédmlich, die Definition
unserer priadikatenlogischen Formelmenge so einfach wie nur moéglich zu halten.
(Und die “weniger hiibschen” Formeln werden sich spéter als logisch dquivalent
zu den gerade eben formulierten “hiibscheren” Formeln herausstellen.)

Wir haben bereits im letzten Kapitel gesehen, dass nicht alle der so be-
stimmten Formeln ohne Zusatz weiterer Informationen “wahrheitswertfihig”
sind, denn eine Formel der Form

o P(x)

sagt ja, fiir sich genommen, noch nichts aus, auch wenn wir uns unter P eine
konkrete Eigenschaft wie etwa Vater-Sein vorstellen. Der Ausdruck

e 1 ist ein Vater

kann nicht fiir sich als wahr oder falsch betrachtet werden, denn es ist ja nicht
bestimmt, von welchem z wir sprechen. Auch ist nicht gesagt, dass es um
mindestens ein x oder eventuell um alle x gehen soll. Wie wir wissen, miissten
wir entweder der Individuenvariable z kontextuell einen gewissen Wert zu
kommen lassen (“vereinbaren wir, dass x hier fiir Kant stehen soll”) oder z
durch eine Individuenkonstante ersetzen, wie in
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o P(a),
oder wir miissten die Variable & durch einen Quantor “binden”, wie in

e JzP(x)
o VzP(x)

um eine wahrheitswertfihige Formel zu erhalten. Wahrend z in P(z) frei ist,
tritt dieselbe Variable in 3xP(z) und VzP(z) gebunden auf. Solche Einteilun-
gen von Variablenvorkommnissen innerhalb von Formeln werden wir in der
néchsten Sektion genauer betrachten.

Wir kénnen nun auch wie versprochen problemlos festlegen, was Argument-
formen unserer pradikatenlogischen Sprache sind:

e Eine pridikatenlogische Argumentform ist eine Zeichenreihe von der
Form Ai,..., A, ... B, wobei A1,...,A,, B pridikatenlogische Formeln
sind; A1, ..., A, sind dabei die Pramissen und B ist die Konklusion der
Argumentform.

Hier sind noch einige weitere konkrete Beispiele fiir Formeln der pridika-
tenlogischen Sprache (immer gegeben das entsprechende Vokabular):

o P/(az)

* Py(as)

o P%(ag,air)

o (P (a2) V Ps(as))

° —\P12(a2,047)

o Ju1(P{ (az) V P5(21))

o Va1-P?(az, 1)

o (—3x1(P}(az) V Pi(z1)) — Vo1-PE(ag, 1))

o Va5(—3z1 (Pl (z5) V Pi(x1)) = Vo1-PE(25,71))

Wie in der aussagenlogischen Syntax konnen wir jederzeit mit Hilfe von syn-
taktischen Strukturbdumen iiberpriifen, ob solche Zeichenketten auch wirklich
priadikatenlogische Formeln sind.

Was zu guter Letzt die Klammerersparnisregeln betrifft, so iibernehmen wir
diese einfach aus der Aussagenlogik. Zum Beispiel diirfen wir in der vorletz-
ten Formel oben die dufleren Klammern weglassen und die Formel somit so
abkiirzen:

e —3xz1(Pl(az) V Pi(x1)) = Vz1-P%(az, x1)
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9.3 Arten von Variablenvorkommnissen

Wir haben bereits anhand verschiedener Beispiele gesehen, dass Individuenva-
riablen auf zwei verschiedene Weisen in einer Formel auftreten kénnen, ndmlich
frei oder gebunden. Zum Beispiel, im einfachsten Falle: Die Individuenvariable
x kommt in der Formel P(z) frei vor, wihrend dieselbe Variable in 3z P(z)
bzw. Vx P(x) ausschliefllich gebunden vorkommt. In P(x) liegt = ndmlich nicht
in der Reichweite eines Quantors — im Bereich oder Skopus, auf den sich ein
Quantor bezieht —, in JzP(x) bzw. Yz P(x) liegt « jedoch jeweils im Bereich
eines Quantors, der, wie man sagt,  bindet.

Entsprechend legen wir fest (wobei ‘Formel” immer kurz fiir ‘priadikatenlo-
gische Formel’ ist):

e Fiir alle Individuenvariablen v und alle Formeln A gilt:

v kommt in A frei vor gdw

v an wenigstens einer Stelle in A weder einem Quantor 3,V unmittelbar
folgt, noch in der Reichweite eines Vorkommnisses eines Quantoraus-
drucks der Form Jv oder Vv liegt.

e Fiir alle Individuenvariablen v und alle Formeln A gilt:
v kommt in A gebunden vor gdw

v an wenigstens einer Stelle in A einem Quantor 3,V unmittelbar folgt
oder in der Reichweite eines Vorkommnisses eines Quantorausdrucks der
Form dv oder Vo liegt.

Die letzte Definition kénnte man leicht vereinfachen, indem man auf der rech-
ten Seite ‘oder in der Reichweite eines Vorkommnisses eines Quantorausdrucks
der Form dv oder Vv liegt’ einfach weglésst, denn wenn eine Variable in ei-
ner Formel im Bereich eines zugehotrigen Quantorausdruckes vorkommt, dann
muss die Variable natiirlich auch wenigstens irgendwo in der ndmlichen Formel
unmittelbar nach einem Quantor vorkommen. Die obige Definition von ‘kommt
gebunden vor’ ist nur deshalb naheliegend, weil sie die logische Struktur der
Definition von ‘kommt frei vor’ nachahmt.
Bei diesen Definitionen soll gelten:

e Die Reichweite (bzw. der Bereich oder Skopus) eines Vorkommnisses ei-
nes Quantorausdrucks Jv oder Vv in einer pradikatenlogischen Formel A
ist dasjenige Vorkommnis einer Teilformel von A, das auf das Quantor-
ausdruckvorkommnis folgt.

Insbesondere:
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e In der Formel JvB bzw. Vv B ist das Vorkommnis von B der Bereich des
anfiénglichen Vorkommnisses von Jv bzw. Vv.

(Mit ‘Quantorausdruck’ meinen wir immer Ausdriicke der Form Jv oder Vo,
wéhrend wir 3 und V bekanntlich kurz mit ‘Quantor’ bezeichnen.)
Ein Beispiel zum Thema Bereich: In der Formel

o 3z(P(x) A =Q(z)) — R(x,y)
ist die Reichweite des Vorkommnisses von 32 das Vorkommnis von

o (P(z) AN =Q(x))

in der obigen Implikationsformel. Das bedeutet auch, dass x in der obigen
Implikationsformel frei vorkommt: Denn das letzte Vorkommnis von z (inner-
halb von R(zx,y)) folgt 3 nicht unmittelbar nach, noch liegt dieses Vorkomm-
nis von z im Bereich des hier einzigen Vorkommnisses eines Quantorausdrucks
(nédmlich von 3z). z kommt in der Formel aber auch gebunden vor, was man
an allen fritheren Vorkommnissen von z in der Formel ersehen kann. Es ist also
selbstversténdlich moglich, dass ein und dieselbe Individuenvariable in ein und
derselben Formel sowohl frei als auch gebunden vorkommt (an unterschiedli-
chen Stellen).

Darauf baut nun auch folgende Einteilung der prédikatenlogischen Formeln
auf:

e Fiir alle Formeln A gilt: A ist offen gdw es mindestens eine Individuen-
variable v gibt, sodass v in A frei vorkommt.

e Fiir alle Formeln A gilt: A ist geschlossen gdw A ist nicht offen, d.h. es
gibt keine Individuenvariable v, sodass v in A frei vorkommt.

Wie bereits frither besprochen, sind nur die geschlossenen Formeln generell
“wahrheitswertfihig”, da nur sie ohne Zusatz weiterer Angaben entweder wahr
oder falsch sind. Das ist auch der Grund, warum in der Literatur statt von
geschlossenen Formeln auch manchmal von (Aussage-)Sdtzen gesprochen wird,
entsprechend unserer Definition von Aussagesitzen als sprachlichen Aus-
driicken, die wahr oder falsch sind. Von offenen Formeln hingegen kann man
nicht sinnvoll sagen, dass sie wahr oder falsch sind, es sei denn den Variablen,
die in einer solchen offenen Formel frei vorkommen, wurde auf irgendeine Weise
ein Wert — eine Bedeutung — zugesprochen.

Doch was genau bedeutet die Redeweise von “Vorkommnissen” eigentlich,
derer wir uns bislang einfach stillschweigend bedient haben? (Im gegenwiirtigen
Kontext hat diese ndmlich nichts mit der Unterscheidung ‘ Ausdrucksvorkomm-
nis vs. Ausdruckstyp’ aus dem anfénglichen Kapitel Vorbemerkungen zu tun.)

Damit ist hier Folgendes gemeint:
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e Ein Vorkommnis einer Variable v in einer Formel A ist eine Stelle in A,
an der v steht.

e Ein Vorkommnis eines Quantorausdrucks Vv in einer Formel A ist eine
zusammenhéngende Folge von Stellen in A, an denen Vv steht.

e Ein Vorkommnis eines Quantorausdrucks Jv in einer Formel A ist eine
zusammenhéngende Folge von Stellen in A, an denen Jv steht.

e Ein Vorkommnis einer Formel B in einer Formel A ist eine zusam-
menhéngende Folge von Stellen in A, an denen B steht.

Stellen schlielich lassen sich durch Zahlen angeben (1. Stelle, 2. Stelle, 3.
Stelle usw.), wobei jedes Zeichenvorkommnis in einer Formel eine eindeutig
bestimmte Stelle einnimmt, welche somit mittels der Angabe von Zahlen fest-
gehalten werden kann. Auch Hilfszeichen wie Klammern und Kommata werden
wir bei der Angabe von Stellen beriicksichtigen.

Zum Beispiel: Sei A die Formel

o Vz(P(x,y) = JyQ(y))

Dann ergeben sich die folgenden Vorkommnisse von Variablen, Quantoraus-
driicken und Formeln in A:

Vorkommnisse von x in A: 2. Stelle, 6. Stelle

Vorkommnisse von y in A: 8. Stelle, 12. Stelle, 15. Stelle
Vorkommnisse von Vx in A: 1.-2. Stelle

Vorkommnisse von dy in A: 11.-12. Stelle

Vorkommnisse von P(x,y) in A: 4.-9. Stelle

Vorkommnisse von Q(y) in A: 13.-16. Stelle

Vorkommnisse von JyQ(y) in A: 11.-16. Stelle
Vorkommnisse von (P(z,y) — JyQ(y)) in A: 3.-17. Stelle
Vorkommnisse von Vz(P(x,y) — JyQ(y)) in A: 1.-17. Stelle

Es gibt also z.B. genau ein Vorkommnis von Q(y) in A, namlich die zusam-
menhéngende Folge von der 13. bis zur 16. Stelle.

Nachdem wir nun die Terminologie der ‘Vorkommnisse’ etwas préziser fest-
gelegt haben, kénnen wir auf dieser Basis auch die Begriffe, die wir am Anfang
dieser Sektion eingefiihrt haben, etwas préziser anwenden. Insbesondere hatten
wir oben die Reichweiten oder Bereiche von Quantorvorkommnissen in For-
meln ebenfalls als Vorkommnisse aufgefasst, ndmlich als Vorkommnisse von
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bestimmten Teilformeln. Im Falle des obigen A erhalten wir beispielsweise:

Bereich des einzigen Vorkommnisses von Vx in A: das Vorkommnis von
(P(xz,y) = JyQ(y)) in A (3.-17.Stelle).

Bereich des einzigen Vorkommnisses von Jy in A: das Vorkommnis von Q(y)
in A (13.-16.Stelle).

Schliefflich kénnen wir die Arten von Variablenvorkommnissen in einer For-
mel noch genauer angeben: Oben sprachen wir einfach davon, dass eine Va-
riable in einer Formel frei vorkommt (oder dass dies eben nicht der Fall ist).
Was wir dabei aber nicht dazugesagt hatten, war: Wo, d.h. an welcher Stelle
in einer Formel eine Variable frei vorkommt oder aber gebunden.

Dies lésst sich folgendermaflen prézisieren:

e Ein Vorkommnis einer Variable v in einer Formel A ist gebunden, wenn
es sich innerhalb eines Vorkommnisses von Vv oder Jv in A befindet,
oder wenn es sich in der Reichweite eines Vorkommnisses von Vv oder
Jv in A befindet.

e Ein Vorkommnis einer Variable v in einer Formel A ist frei, wenn es nicht
gebunden ist.

Zum Beispiel:

Das 1. Vorkommnis von z in A (2. Stelle) ist gebunden, da es sich innerhalb
(1.-2. Stelle) des Vorkommnisses von Vz in A befindet.

Das 2. Vorkommnis von z in A (6. Stelle) ist gebunden, da es sich in der
Reichweite (3.-17. Stelle) des Vorkommnisses von Vx in A befindet.

Das 1. Vorkommnis von y in A (8. Stelle) ist frei, da es sich weder innerhalb
eines Vorkommnisses von Vy oder Jy in A befindet, noch in der Reichweite
eines Vorkommnisses von Vy oder Jy in A befindet.

Das 2. Vorkommnis von y in A (12. Stelle) ist gebunden, da es sich innerhalb
(11.-12. Stelle) des Vorkommnisses von Jy in A befindet.

Das 3. Vorkommnis von y in A (15. Stelle) ist gebunden, da es sich in der
Reichweite (13.—16. Stelle) des Vorkommnisses von Jy in A befindet.

Die neue Terminologie von freien und gebundenen Vorkommnissen von Va-
riablen in Formeln passt dabei immer noch mit unserer urspriinglichen Ter-
minologie von ‘eine Variable kommt in einer Formel frei bzw. gebunden vor’
zusammen, und zwar so:

e v kommt in A frei vor, wenn es wenigstens ein freies Vorkommnis von v
in A gibt (d.h., wenn v wenigstens irgendwo in A frei vorkommt).
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e v kommt in A gebunden vor, wenn es wenigstens ein gebundenes Vor-
kommnis von v in A gibt (d.h., wenn v wenigstens irgendwo in A gebun-
den vorkommt).

Auf unser obiges Beispiel unserer Formel A bezogen:

x kommt in A nicht frei vor, d.h.:  kommt in A nur gebunden vor.

y kommt in A frei vor, denn das 1. Vorkommnis von y in A (8. Stelle) ist frei.
y kommt in A auBlerdem gebunden vor (z.B. an der 12. Stelle). Aufgrund des
Vorkommnisses einer freien Variable in A handelt es sich bei A daher geméf
unserer fritheren Definition um eine offene Formel.

Freie Vorkommnisse von Variablen in Formeln sind schliefllich auch dieje-
nigen Stellen, in die wir spiter singuldre Terme einsetzen — substitutieren —
werden. Im Unterschied dazu lésst sich in eine gebundene Variable nichts ein-
setzen, weil sonst der zugehorige Quantor eventuell “leerlaufen” wiirde, und
weil gebundene Variablen eine andere Funktion haben, nédmlich sich auf alle
oder einige Dinge (je nach Quantor) zu beziehen. Zum Beispiel kénnen wir
in unserem obigen A fiir y die Variable z einsetzen, aber nur dort wo y frei
vorkommt. Durch diese Ersetzung wird dann also aus A — oder wie wir auch
schreiben kénnen,

o Alyl: Va(P(z,y) — JyQ(y))

wenn wir signalisieren wollen, dass wir gedenken, y in A zu ersetzen — die
Formel

o Alz/yl: Va(P(z,z) = FyQ(y))

in der wir alle freien Vorkommnisse von y (hier: die 8. Stelle) durch z ersetzt
haben. Alle gebundenen Vorkommnisse von y werden durch die Substitution
unverandert gelassen.

Genauso koénnen wir y in A bzw. Afy] durch eine Individuenkonstante a
ersetzen, wenn wir wollen, wodurch sich

o Ala/yl: Va(P(x,a) = FyQ(y))

ergibt. Sowohl bei A[z/y] als auch bei Afa/y] kénnte man sich vorstellen, dass
man sozusagen eine “Umbenennung” durchfithrt: Wahrend in A bzw. Aly]
ausgesagt wird, dass es zu allen x, die in der P-Beziehung zu y stehen, etwas
gibt, das @ ist, wird in A[z/y] und Ala/y| dasselbe von z und a ausgesagt —
zu allen z, die in der P-Beziehung zu z/a stehen, gibt es etwas, das @Q ist. Es
gibt zwar keine Garantie, dass genau das urspriingliche y-Objekt nun mittels
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z oder mittels a bezeichnet wird, denn das héngt ja auch von der Bedeutung
von z bzw. a ab, aber rein syntaktisch wére dies zumindest mdoglich.
Wir merken uns ganz allgemein:

e Fiir alle Formeln A, fiir alle singuléren Terme ¢, fiir alle Variablen v:

Alt/v] ist diejenige Formel, die aus A[v] dadurch entsteht, dass alle freien
Vorkommnisse von v in A durch ¢ ersetzt werden.

Wenn v in A iiberhaupt nicht frei vorkommt, dann ist A[t/v] einfach identisch
A — die Substitution hat dann keinerlei Effekt.

Es gibt jedoch auch Einsetzungen, die man definitiv nicht mehr als “harm-
lose” Umbennungen deuten kann. Nehmen wir zum Beispiel an, wir wollten y
in obigem A[y] durch = ersetzen: Dann ergibe sich

o Alz/yl: Va(P(z,z) — JyQ(y))

Diese Substitution fithrt nunmehr zu einer bedeutend drastischeren Bedeu-
tungsverinderung, welche iiber die Bedeutungsverinderung beim Ubergang
von Aly] zu Alz/y] bzw. Ala/y] hinausgeht: A[x/y| sagt namlich aus, dass
es zu jedem Objekt, das mit sich selbst in der P-Beziehung steht, etwas exi-
stiert, das @ ist. Von Objekten, die mit sich selbst in der P-Beziehung stehen,
war aber in der urspriinglichen Formel Afy] tiberhaupt nicht die Rede! Bei
dieser Substitution ist semantisch gesehen also etwas schiefgegangen. Ein ur-
spriinglich freies Vorkommnis einer Variable (hier: von y) verwandelt sich in
ein Variablenvorkommnis (hier: von z), welches durch einen Quantor gebun-
den wird. Dies war beim Ubergang zu A[z/y] bzw. Ala/y] nicht so gewesen:
Denn da wurden aus den freien Vorkommnissen von y “nur” wiederum sin-
gulédre Terme, die sich auf ein bestimmtes Einzelobjekt bezogen, entweder das
durch die neuerlich freie Variable z bezeichnete Individuum oder das durch
die Individuenkonstante a bezeichnete Objekt. In A[z/y] hingegen wird gar
nicht mehr einem bestimmten Einzelding eine Eigenschaft zugeschrieben, son-
dern vielmehr ein genereller — und daher mittels eines Quantors ausgedriickter
— Sachverhalt beschrieben. Substitutionen wie bei Afz/y] wollen wir in Zu-
kunft daher vermeiden. Wenn wir spéter logische Regeln einfiihren, die den
Argumentformen

(EE) Aft/v] ... JvA[v]
und

(UB) VoAlv] - Alt/v]
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aus dem letzten Kapitel &hneln werden, dann wollen wir sicherstellen, dass es
sich bei den Substitutionen von ¢ fiir v in Av] nur um unproblematische Quasi-
Umbenennungen handelt, sodass sich freie Vorkommnisse von Variablen dabei
nicht in gebundene verwandeln kénnen — freie Vorkommnisse von Variablen
miissen nach der Substitution als frei erhalten bleiben. Wir miissen also spéater
beim Schlieflen mit quantifizierten Formeln die “guten” Substitutionen von den
“schlechten” unterscheiden. Bei den “guten” wird A[t/v] wie gewiinscht von
dem von ¢ benannten Objekt aussagen, dass es A ist bzw. die Eigenschaft A
besitzt, woraus dann in der Tat folgen wird, dass es ein Objekt gibt, das A
ist bzw. die Eigenschaft A besitzt. Bei einer “schlechten” Substitution kann es
jedoch passieren, dass A[t/v]| gar nicht mehr von einem Objekt aussagt, dass
es A bzw. die Eigenschaft A besitzt, weshalb man dann auch nicht auf die
existentiell quantifizierte Formel JvA[v] schliefen kénnen soll. Entsprechend
soll nur fiir “gute” Substitutionen aus der allquantifizierten Formel Vv A[v] die
Instanz A[t/v] folgen.

Die “guten” Substitutionen lassen sich nun mit Hilfe des folgenden Begriffes
genau charakterisieren:

e Fiir alle Formeln A, fiir alle singuldren Terme t, fiir alle Variablen v:

t ist frei fir v in A gdw

— entweder t eine Individuenkonstante ist,

— oder t eine Variable w ist, wobei kein freies Vorkommnis von v in
A in der Reichweite eines Quantorausdrucks der Form Jw oder Vw
liegt.

Wenn ¢ frei ist fiir v in A, dann kann ¢ fiir v in A ohne Probleme eingesetzt
werden: Es ist dann nicht moglich, dass durch die Substitution ein einstmals
freies Vorkommnis einer Variable plotzlich gebunden wird. Wir werden also
spater darauf achten, dass Substitutionen in logischen Regeln und dergleichen
nur vorgenommen werden kénnen, wenn ein singuldrer Term fiir eine Variable
eingesetzt wird, der zugleich auch frei fiir diese Variable ist. (‘frei fiir’ ist
iibrigens ein etwas seltsamer technischer Jargon, der sich eingebiirgert hat; er
kommt vom englischen ‘¢ is free to be substituted for x in A’.)

Zum Beispiel: Sagen wir, v wére x und A[v] die Formel JyR(x,y). Dann
werden sich die Instanzen von (UB)

e VziyR(z,y) ... JyR(z,vy)

o VzIyR(z,y) . JyR(a,y)
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die auf der rechten Seite durch Einsetzung von z bzw. a fir = in JyR(z,y)
entstehen, spéter als logisch giiltig erweisen. Die folgende Argumentform, die
aus der Einsetzung von y fiir z in JyR(x,y) auf der rechten Seite resultiert,
aber nicht:

o VzIyR(z,y) . yR(y,y)

Denn wihrend z frei ist fiir  in yR(x, y) und auch a frei ist fir x in Iy R(z, y),
ist y nicht frei ist fiir z in JyR(x,y). Und es wire auch vollig unsinnig, wenn
VaIyR(x,y) ... JyR(y,y) als logisch giiltig herauskime: Nur weil es zu jedem
x ein y gibt, sodass x zu y in der R-Beziehung steht, muss es ja noch kein
Objekt geben, das zu sich selbst in der R-Beziehung steht. Z.B.: Nur weil es
zu jeder Zahl x eine Zahl y gibt, sodass x echt kleiner als y ist, muss es deshalb
ja keine Zahl geben, die echt kleiner als sie selbst wiére.
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Was

Sie nach diesem Kapitel (inkl. Ubungen) beherrschen sollten:

das Alphabet der prédikatenlogischen Sprache(n) anzugeben;
die Menge der pradikatenlogischen Formeln zu definieren;

pradikatenlogische Formeln Schritt fiir Schritt mit Hilfe der Formations-
regeln zu konstruieren;

zu bestimmen, ob es sich bei einer Zeichenfolge um eine pradikatenlogische
Formel handelt;

zu erkennen, ob eine pridikatenlogische Formel offen oder geschlossen
ist;
Vorkommnisse von Variablen in pradikatenlogischen Formeln als frei

bzw. gebunden zu klassifizieren;

Variablen bzw. Individuenkonstanten fiir freie Vorkommnisse einer Va-
riable in einer préadikatenlogischen Formel zu substituieren;

zu bestimmen, ob ein singuldrer Term frei fiir eine Variable innerhalb
einer priadikatenlogischen Formel ist.
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9.4 Ubungen

Ubung 9.1 Beschreiben Sie das Alphabet der priidikatenlogischen Sprache!
Was ist ein singulédrer Term? Was ist eine priadikatenlogische Formel?
Was heifit es, daf} eine Individuenvariable in einer Formel frei vorkommt, und
was heift es, daf} eine Individuenvariable in einer Formel gebunden vorkommt?
Was ist die Reichweite oder der Bereich eines Vorkommnisses eines Quan-
torausdrucks?
Welche Vorkommnisse von Individuenvariablen in den folgenden Formeln
sind frei, welche Vorkommnisse sind gebunden?

1. P(as)

2. Va1 (R(z1,a1) = P(z1))

3. Va1 (R(z1,23) — P(x1))

4. Jus(P(21) AVaaR(zs, 2))

5. Va5(P(x5) — 3w2(R(za, 75) A Vr1S(29,71)))
6. 3z1(P(21) A R(ay, 1)) A S(ag, 1)

Ubung 9.2 Was heiBt es, daf8 eine Formel offen ist, und was heifit es, daB
eine Formel geschlossen ist?

Welche der folgenden Zeichenreihen sind préadikatenlogische Formeln, welche
der Formeln sind offen und welche sind geschlossen?

1. (R(ay,as) A 3z, P(x1))

2. 31 (R(x1,a3) A P(x1))

3. 31 (R(x1,a3) A P(x3))

4. 3z (R(x1,a3) A Voo P(x2))

5. 3a1VaoIza(R(zg, x2) V P(x1))
6. VzsR(a1,as)

7. VzsR(a1,z5)

8. Vas(R(ay,x5) — JwsP(x3))

Ne)

. P(St?l)/\p
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10. P(x1) AV P(x1)

11. IVzoR(x2, asrsss)

12. Vo138 P7 (218, 218, 18, T18, T18, T18, T18)

13. Vx24P9(x24,1‘24, Tog, Tod, Tod, T4, T4, T24)
14. Jx1—Vaa(P(z1) — Q(x2))

15. Jz1——(Vaa(P(x1) — Q(z2)))

16. Vasz3zsR(xs3,74)

17. =Va1(P(z1))

18. Jw5(P(x5) A Voo (Q(z2 — P(ag)))

Ubung 9.3 Die folgenden Formeln sind etwas “ungeschickte” Formulierun-
gen: ihre syntaktische Form suggeriert bestimmte inhaltliche Zusammenhénge,
die, wenn man die Formeln genau unter die Lupe nimmt, gar nicht bestehen.
Z.B. sind M(z) und 3zV(x,z) in der ersten Formel durch einen Implikati-
onspfeil verbunden, obwohl sie gar nicht inhaltlich zusammenhéngen (der All-
quantor bindet zwar = in M (x), aber nicht in 3xV (x,x)). Versuchen Sie den
intuitiven Gehalt der folgenden Formeln syntaktisch besser, d.h. transparenter,
auszudriicken, ohne dabei gleichzeitig den Inhalt der Formeln zu verdndern!

1. Va(M(z) — 32V (z,z))
2. VaP(a)

3. 3z(Q(x) AVzR(z,a))

4. YyVa(VyP(z) — Yz P(y))

Ubung 9.4 Fithren Sie die folgenden Substitutionen durch und stellen Sie
fest, bei welchen dieser Substitutionen der singulédre Term ¢t fiir eine nédmliche
Variable in einer Formel eingesetzt wird, sodass t frei fiir diese Variable in
dieser Formel ist:

1. A[z1]: 3z1(R(x1,a3) A P(x1)), t: @2
2. Alxi1]: 3z1(R(z1,a3) A P(x1)), ta;
3. Alx1]: 3z1(R(z1,a3) A P(x1)), t:x

Hannes Leitgeb: Logik I
Stand: 29.10.2020



240 KAPITEL 9. DIE PRADIKATENLOGISCHE SPRACHE

4. Alx1]: Jx1R(z1,a3) A P(x1),  t: @9
5. Alx1]: 3z1R(z1,a3) A P(x1), t:a;
6. Alx1]: 3z1R(z1,a3) A P(x1), ¢
7. Alz1]: Fz13z4(R(24, 22
8. Alxg]: Jx13x4(R(24, 22

~—  ~— ~—

(R(
9. A[.%'Q]: 337131’4(R(:C4,:U2
(R(

10. A[:CQ]: E|.TU1E|:B4 R T4,T2
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Kapitel 10

Die pradikatenlogische
Semantik

Wir wollen nun alle wichtigen semantischen Begriffe, die wir bereits in der Aus-
sagenlogik kennengelernt haben, auf die Sprache der Pradikatenlogik erwei-
tern. Zum Beispiel ben6tigen wir wieder einen Begriff der logischen Giiltigkeit,
auf dessen Basis wir — nach vollzogener prédikatenlogischer Représentation —
die Argumente

e Beispiel 1:

Alle Osterreicher sind Europier.

Alexander Van der Bellen ist Osterreicher.

Also ist Alexander Van der Bellen Européer.
e Beispiel 2:
Alle Osterreicher sind blond.

Alexander Van der Bellen ist Osterreicher.
Also ist Alexander Van der Bellen blond.

als logisch giiltig herausbekommen werden, die Argumente
e Beispiel 3:

Alle Osterreicher sind Europier.

Barack Obama ist kein Osterreicher.

Also ist Barack Obama kein Européer.
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e Beispiel 4:

Alle Osterreicher sind Europier.

Horst Seehofer ist kein Osterreicher.

Also ist Horst Seehofer kein Européer.

jedoch als logisch ungiiltig.

Wie schon in der Aussagenlogik wird sich herausstellen, dass die Giiltigkeit
von Argumenten nicht davon abhéngt, ob darin lauter tatséichlich wahre Sétze
vorkommen. Denn in den Beispielen 1 und 3 sind alle darin vorkommenden
Sétze wahr. Dennoch wird sich Beispiel 1 als logisch giiltig, Beispiel 3 hinge-
gegen als logisch ungiiltig erweisen. In den Beispielen 2 und 4 kommen auch
falsche Satze vor. Beispiel 2 und 4 unterscheiden sich jedoch: Wahrend in
Beispiel 4 alleine die Konklusion falsch ist, ist in Beispiel 2 auch eine der
Pramissen falsch. Das Argument 2 ist dennoch — wie sich herausstellen wird —
giiltig, wihrend das Argument 4 ungiiltig ist. Denn wie schon in der Aussagen-
logik verlangen wir von einem logisch giiltigen Argument, dass die Wahrheit
sdmtlicher Pramissen die Wahrheit der Konklusion “erzwingt”. Giiltige Argu-
mente sind notwendigerweise wahrheitsbewahrend.

Um dies préziser fassen zu kénnen, miissen wir nun, wie bereits in der Aus-
sagenlogik erfolgt, eine Weise entwicklen, alle (oder zumindest alle geschlos-
senen) Formeln mit Wahrheitswerten zu bewerten. Wir kénnen dabei nicht
einfach die Methode der Wahrheitstafeln bzw. die Definition von aussagen-
logischen Bewertungen direkt in die prédikatenlogische Semantik {ibertragen,
weil weder die Wahrheitstafeln noch die aussagenlogischen Bewertungen etwas
iiber die sprachlichen Neuerungen der Priadikatenlogik — die “feinkérnigeren”
atomaren Formeln und die quantifizierten Formeln — zu sagen wissen. Ausser-
dem kénnte eine Formel wie Vx P(x) iiber unendlich viele Individuen quantifi-
zieren, sodass wir dann entsprechend vermutlich eine unendlich grolie “Wahr-
heitstafel” zur Bewertung einer solchen Formel heranziehen miissten, und es
gar nicht mehr so klar wére, wie eine solche Wahrheitstafel anzuwenden wére.
Wir werden daher eine neue Semantik fiir die Priadikatenlogik entwickeln, die
den Feinheiten der priadikatenlogischen Sprache gerecht werden wird, die aber
zugleich die semantischen Regeln der Aussagenlogik fiir die aussagenlogischen
Junktoren iibernehmen wird.

Wie wir wissen, entsprechen in der Priadikatenlogik den Aussagenvariablen
die atomaren Formeln: Diese sind die “kleinsten” Formeln der Pradikatenlogik.
In unserer neuen préadikatenlogischen Semantik werden jedoch den atoma-
ren Formeln nicht einfach Wahrheitswerte zugeordnet werden, sondern deren
Wahrheitswert wird davon abhéngen, was die Eztension des Priadikates und
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die Referenz der singuldren Terme sein werden, die in der Formel vorkom-
men. Wir werden also die syntaktische Struktur der atomaren Formeln bei der
Festlegung der Wahrheitswerte fiir diese beriicksichtigen. Der Satz

e Sokrates ist ein Mensch
wird — wie wir wissen — in der Pradikatenlogik wie folgt reprasentiert:
o M(s)

Um nun festzustellen, ob diese Formel — und dann der von ihr reprisentierte
Satz — wahr ist, miissen wir betrachten, ob das Referenzobjekt (das Bezugs-
objekt, das Denotat) der Individuenkonstante s in der Extension (dem Be-
griffsumfang) des Priadikatzeichens M liegt. Dabei ist das Referenzobjekt von
s einfach der Gegenstand bzw. die Person Sokrates, und die Extension von M
die Menge aller Menschen. Da Sokrates tatséichlich ein Element der Menge der
Menschen ist, ist die Formel wahr.

Betrachten wir nun einen atomaren Satz mit einem zweistelligen Prédikat:

e 3 ist grofer als 2.
Die pradikatenlogische Form dieses Satzes ist:
e G(a,b).

Uberlegen wir uns zuerst, was die Extension des zweistelligen Pridikats G ist.
Offensichtlich kann dies nicht einfach eine beliebige Menge von Gegensténden
sein, da ja bei der Verwendung dieses Priadikats immer von zwei Gegenstinden
die Rede ist — in unserem Fall von den Zahlen 3 und 2. Dies n6tigt uns dazu, die
Extension eines zweistelligen Pradikats immer als eine Menge von geordneten
Paaren von Gegensténden zu betrachten — in unserem Falle als die Menge aller
Paare, deren erstes Glied grofler als das zweite Glied ist bzw. an deren erster
Koordinate eine groflere Zahl steht als an deren zweiter Koordinate. In dieser
Menge ist natiirlich auch das Paar bestehend aus der Zahl 3 und der Zahl 2
als Element enthalten:
(3,2)

Wir verwenden also in unserer Metasprache eckige Klammern wie ‘(" und ‘)’
zur Bezeichnung von geordneten Paaren.

Analog finden sich in dieser Menge die Paare (4,2), (5,2), (6,2), auch die
Paare (19, 7), (10005, 22) und unendlich viele mehr, nicht aber zéhlen die Paare
(2,4) oder (4,4) oder (5000,10000) zur Extension von G. Da a die Zahl 3
bezeichnet, b die Zahl 2, und (3,2) ein Element der Extension von G ist, ist
unsere atomare Formel G(a,b) von oben wahr unter dieser Interpretation.
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Analog betrachten wir die Extension eines dreistelligen Prédikates als eine
Menge von Tripel, die Extension eines vierstelligen Priadikates als eine Menge
von Quadrupel, und allgemein betrachten wir die Extension eines n-stelligen
Priadikates als eine Menge von n-Tupel der Form

<d17d27' : adn>

wobei di,do, ..., d, irgendwelche Objekte sind, die in diesem n-Tupel in eine
bestimmte Reihenfolge gebracht wurden. Es ist dabei auch moglich, dass ein
und dasselbe Objekt zum Beispiel zugleich an der ersten und an der vierten
Stelle innerhalb eines n-Tupels auftritt. Bei solchen “geordneten Mengen” —
und um nichts anderes handelt es sich bei einem n-Tupel — sind also diese zwei
Eigenschaften wichtig:

1. Die Elemente sind geordnet, d.h.: Sie haben einen fixen ihnen zugeord-
neten Platz im n-Tupel.

2. Die Elemente konnen mehrfach vorkommen.

Ein “1-Tupel” der Form (d) kann dabei einfach mit dem Objekt d selbst iden-
tifiziert werden. Wie wir solche geordnete Tupel in der Mengentheorie genau
definieren kénnen, soll uns hier nicht interessieren, wir wollen hier nur darauf
verweisen, dass dies sehr wohl moéglich — und nicht einmal sonderlich kompli-
ziert — ist. Mit

Dn
bzw.

Dx...xD
—_———

n-mal

wollen wir die Menge aller moglichen n-Tupel von Elementen der Menge D
bezeichnen. n-Tupel in D" sind also nichts anderes als Folgen oder “Vektoren”
der Linge n, deren geordnete Eintrige Elemente der Menge D sind. (Damit
es solche n-Tupel gibt, muss D selbstversténdlich nicht-leer sein.)

Sobald die Wahrheitswerte der atomaren Formeln durch Angabe der Be-
zugsobjekte fiir die singuldren Terme und durch Angabe der Extensionen
fir die Préadikate festgelegt sind, werden die Wahrheitswerte von Negations-,
Konjunktions-, Disjunktions-, Implikations- und Aquivalenzformeln genauso
“errechnet” wie in der Aussagenlogik. Wir geben hier nur ein Beispiel: Der
Satz

e Descartes ist Philosoph, aber Shakespeare ist keiner.

wird wie folgt représentiert:
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e P(d) N—P(s)

Um den Wahrheitswert fiir diesen Satz zu berechnen, miissen wir zuerst die
Wahrheitswerte der Teilsdtze berechnen: Das erste Konjunkt ist atomar, und
da das Pridikat dieses Konjunkts einstellig ist, miissen wir nur “nachsehen”,
ob das Denotat von d in der Extension von P liegt, was tatséchlich der Fall
ist. Das erste Konjunkt ist also wahr. Das zweite Konjunkt ist eine Negations-
formel, die einen atomaren Satz negiert, wir miissen daher zuerst wieder den
Wahrheitswert des atomaren Satzes berechnen. Da das Denotat von s nicht
in der Extension von P liegt, ist die atomare Formel falsch und somit die
Negationsformel wahr. Da beide Konjunkte wahr sind, ist auch die gesamte
Konjunktionsformel wahr.

Alleine die Existenz- und Allformeln miissen wir noch gesondert behandeln.
Betrachten wir zuerst einen Existenzsatz und dessen logische Form:

e Es gibt Menschen
o JxM(x)

Wir wollen eine solche Formel genau dann als wahr betrachten, wenn es min-
destens einen Gegenstand in der Extension von M gibt. Dabei werden wir
spater voraussetzen, dass alle Gegensténde, iiber die wir mittels der Quantoren
in einer préadikatenlogischen Sprache reden wollen, in einem Gegenstandsbe-
reich D (einer vorgegebenen nicht-leeren Menge) zusammengefasst sind; jedes
Element der Extension eines Pridikats wird dann auch ein Element dieses
Gegenstandsbereiches D sein.
Entsprechend: Betrachten wir den Allsatz

o Alles ist raumzeitlich
o VaR(z)

Diesen Satz werden wir genau dann als wahr bewerten, wenn alle Gegensténde
in der Extension von R liegen. Es wird sich dabei als niitzlich erweisen, sich
eine Menge von Gegensténden — einen Gegenstandbereich (Definitionsbereich,
Universum) — vorzugeben, aus dem die moglichen Werte von Variablen wie x zu
entnehmen sind. Relativ zu einem solchen vorgegebenen Gegenstandsbereich
heiflt ‘es gibt’ dann eigentlich ‘es gibt im Gegenstandsbereich’ und ‘fiir alle’
heifit eigentlich ‘fiir alles im Gegenstandsbereich’.

Wihrend einfach gestrickte quantifizierte Sétze obiger Art semantisch noch
sehr einfach zu behandeln sind, bedarf die Formulierung allgemeiner semanti-
scher Regeln fiir quantifizierte Formeln — in denen eventuell Verschachtelungen
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der Art VWV, V3, 3V, 33 oder YVV, ¥V usw. auftreten kénnen — ein wenig “tech-
nischer” Arbeit. Insbesondere werden wir uns damit beschéftigen miissen, wie
man mehreren Variablen, die zu verschiedenen Quantorausdriicken gehoren,
zugleich Werte zuordnen kann. Wie die Wahrheitswerte von Existenz- und
Allformeln letztlich genau bestimmt werden, werden wir bald sehen, und wir
werden bereits in der niichsten Sektion eine weitere theoretische Rolle ken-
nenlernen, die die Gegenstandbereiche in der prédikatenlogischen Semantik
iibernehmen.

10.1 Pradikatenlogische Interpretationen

Wir haben festgestellt, dass wir in der Semantik der Pradikatenlogik nicht ein-
fach eine Zuordnung von Wahrheitswerten zu den atomaren Formeln benotigen,
mit deren Hilfe sodann die Wahrheitswerte fiir die komplexen Formeln berech-
net werden kénnen, sondern vielmehr eine Zuordnung von Bezugsobjekten zu
den Individuenkonstanten — und auch eine Zuordnung von Werten zu den Indi-
viduenvariablen — sowie von Extensionen zu den Priadikaten gefragt ist. Wenn
wir dies zundchst einmal fiir Individuenkonstanten und Pradikate bewerkstel-
ligen wollen, so miissen wir immer auch angeben, was denn iiberhaupt ein Ge-
genstand ist, der als Extension einer Individuenkonstante fungieren kann bzw.
der in der Extension eines Pradikatzeichens vorkommen kann; d.h. wir miissen
zusétzlich auch den bereits am Ende der letzten Sektion erwidhnten sogenann-
ten Gegenstandsbereich angeben — das ist jene Menge von Gegensténden, iiber
die wir bei einer gegebenen Zuordnung der Bezugsobjekte, der Extensionen
und schliefllich der Wahrheitswerte sprechen wollen. Nur die Gegenstdnde im
Gegenstandsbereich kénnen von den singuléren Termen benannt werden, und
nur sie diirfen in den Extensionen der Pradikate vorkommen.

Stellen wir uns vor, wir haben uns ein Alphabet einer prédikatenlogischen
Sprache zu einem bestimmten Formalisierungszweck fix vorgegeben. Formal
beginnen wir dann unsere Semantik der Pradikatenlogik mit der Einfithrung
folgenden Begriffes:

Definition 17
J ist eine pridikatenlogische Interpretation gdw J ein Paar der Form (D, ¢)
ist, sodass gilt:

1. D ist eine nicht-leere Menge von Objekten (formal: D # &),

2. fiir alle Individuenkonstanten c¢ gilt: ¢(c) ist ein Element von D (formal:
p(c) € D),
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3. fiir alle n-stelligen Pradikate P" gilt: o(P"™) ist eine Menge von n-Tupeln
von Objekten in D (formal: ¢(P™) C D).

FEine préadikatenlogische Interpretation besteht somit aus einem nicht-leeren
Gegenstandsbereich D und einer Interpretationsfunktion ¢ (sprich: “fi”).

D wird in der klassischen Logik u.a. deshalb als nicht leer vorausgesetzt,
weil in der klassischen Logik (wie schon erwihnt) fiir alle singuldren Terme
vorausgesetzt wird, dass diese etwas bezeichnen; was immer sie bezeichnen,
muss ein Element des Gegenstandsbereiches D sein, weshalb dann auch D
als nicht leer vorausgesetzt werden muss. ‘#’ steht in der Definition oben fiir
ungleich, und ‘@’ bezeichnet die leere Menge: ‘D # &’ besagt also wirklich
nur, dass D ungleich der leeren Menge sein muss, um als Gegenstandsbereich
einer préadikatenlogischen Interpretation zu dienen.

Interpretationsfunktionen ¢ sind Funktionen, so wie frither auch die aus-
sagenlogischen Interpretationen Funktionen waren: Sie sind aber nicht nur
irgendwelche Funktionen, sondern solche, die den Individuenkonstanten je-
weils einen Gegenstand aus D zuordnen und jedem n-stelligen Préadikat (fiir
n = 1,2,3,...) jeweils eine Menge von n-Tupeln von Elementen von D zu-
ordnen. D" (d.h. D x ... x D) ist dabei wieder die Menge aller méglichen n-

n-mal
Tupel von Elementen von D, wihrend ‘C’ die Telmengenbeziehung ausdriickt:

‘o(P™) C D™ besagt also nur, dass die Extension des Préidikats P™ eine Teil-
menge der Menge aller n-Tupel von Elementen des Gegenstandsbereichs D ist.
Auf diese Weise wird allen deskriptiven Zeichen (nicht beispielsweise den Indi-
viduenvariablen) des priadikatenlogischen Alphabets durch eine Interpretation
eine Bedeutung gegeben. Pridikatenlogische Interpretationen interpretieren
somit denjenigen Teil des Alphabets einer vorgegebenen pridikatenlogischen
Sprache, der den Eigennamen und den generellen Termen der natiirlichen Spra-
che nachgebildet ist; sie stellen die Basis fiir die spédtere “Berechnung” der
Wahrheitswerte der priadikatenlogischen Formeln dar.

10.2 Variablenbelegungen

Um allen Formeln Wahrheitswerte zuordnen zu kénnen, miissen wir nun auch
noch eine Méglichkeit finden, Individuenvariablen Werte zuzuordnen. Erstens
wird es damit moglich werden, Formeln, in denen Individuenvariablen frei
vorkommen — also den offenen Formeln — relativ zu einer solchen Variablenbe-
legung einen Wahrheitswert zuzuschreiben: Die offenen Formeln, die ansonsten
ja nicht ohne weiteres wahrheitswertfahig wéren, werden sich damit zumindest
im Kontext einer Variablenbelegung ganz dhnlich den geschlossenen Formeln
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verhalten. Zweitens werden wir die Variablenbelegungen benétigen, um die
semantischen Regeln fiir unsere beiden Quantoren 3 und V formulieren zu
konnen.

In einer Interpretation wird nur den Individuenkonstanten sowie den Pradi-
katen ein semantischer Wert zugeordnet. Die Intuition, die dahinter steckt, ist
die, dass diese Symbole eine fixe, also konstante, Bedeutung haben, wihrend
Individuenwvariablen eben eine “variable Bedeutung” haben. Diese variable Be-
deutung fingt man nun mit den sogenannten Variablenbelegungen ein. Fi-
ne Variablenbelegung o (sprich: “sigma”) fiir einen Gegenstandsbereich D,
der mit einer pradikatenlogischen Interpretation mitgegeben ist, ist dabei eine
Funktion, die den Individuenvariablen ein beliebiges Denotat aus D zuordnet:

Definition 18
Eine Variablenbelegung o unter einer Interpretation J = (D, ) ist eine
Funktion, die jeder Individuenvariable v ein Element d in D zuordnet.

Zum Beispiel ist folgende Funktion eine Variablenbelegung unter jeder Inter-
pretation, deren Gegenstandsbereich die Menge der natiirlichen Zahlen ist:

T+ 2

le—>4
T3 +— 6

Tyt 8

Aber auch dies wire eine Variablenbelegung, die zum Gegenstandsbereich der
natiirlichen Zahlen “passt”,
1 — 12

To > 12
T3 — 12

Tq > 12

und es gibt unendlich viele weitere Variablenbelegungen, die den Individuen-
variablen auf welche Art und Weise auch immer natiirliche Zahlen als Werte
zuordnen. (Ja es gibt sogar unendlich viele Variablenbelegungen unserer un-
endlich vielen Individuenvariablen, wenn der vorgegeben Gegenstandsbereich
nur endlich viele Elemente aufweist!)
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Aus praktischen Griinden wollen wir nun auch noch — gegeben eine pré-
dikatenlogische Interpretation J = (D, ) — jede vorgegebene Interpretati-
onsfunktion ¢ und jede Variablenbelegung o (unter J) in einer Funktion ¢,
zusammenfassen, die auf alle singuldren Terme — egal ob Individuenkonstante
oder Individuenvariable — anwendbar ist:

e Sei 3 = (D, ) eine prédikatenlogische Interpretation und sei o eine
Variablenbelegung unter J; dann sei ¢, folgendermafien festgelegt:

1. fur alle Individuenkonstanten ¢: ¢, (c) = ¢(c), und

2. fiir alle Individuenvariablen v: ¢, (v) = o(v).

Egal ob es sich also bei dem singuldren Term ¢ um eine Individuenkonstante
¢ oder eine Individuenvariable v handelt, der metasprachliche Ausdruck

©o(t)

steht immer fiir das von ¢ bezeichnete Objekt, welches selbst wiederum ein
Element von D ist.

Hier ist ein Beispiel fiir eine einfache Interpretation fiir eine Sprache mit
genau drei Individuenkonstanten a, b, ¢ und genau zwei Priadikaten G und M,
die beide einstellig sein sollen:

e I=(D,y)

e D={1,2,3},
* p(a) =1,

° o(b) =2,

* p(c) =3,

* o(G) = {2},
o« o(M)=2.

a, b und ¢ fungieren also jeweils als Eigennamen der Zahlen 1, 2 und 3. G
koénnte man intuitiv so verstehen, dass es fiir ‘... ist eine gerade Zahl’ steht,
und M koénnte man so erklidren, dass es fiir ‘... ist ein Mensch’ steht: Die
einzige gerade Zahl in D ist 2, weshalb die Extension von G gerade {2} ist,
wihrend sich als Extension von M die leere Menge ergibt, da sich kein Mensch
unter den Elementen von D findet.

Mogliche Variablenbelegungen kénnen wir uns etwas platzsparender als vor-
her durch die folgenden Folgen von Zahlen veranschaulichen, wobei der Wert

der Variable x; durch die Zahl an der i-ten Stelle angegeben wird:
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Variablenwerte

e 01=1,23,1,2,3,1,2,3,...

e oo=1,1,1,1,1,1,1,1,1,...
e 03=23,1,231,231,...
o

Also ist, z.B., o1(z1) = 1, o1(x2) = 2, o1(xq) = 1, o2(x1) = 1, o2(x2) = 1,
0'3(.%'1) = 2, 0'3(.%2) = 3 usw.
Und die entsprechenden ¢, kénnten dann wie folgt veranschaulicht werden:

Konstantenwerte Variablenwerte
~ ~
o v, = 1,23 1,2,3,1,2,3,1,2,3,...
Konstantenwerte Variablenwerte
—_——
© 0o, = 1,23 T,1,1,1,1,1,1,1,1,...
Konstantenwerte Variablenwerte

~
o Vou= 1,23 2,3,1,23,1,231,..
o :

Diese Folgen werden sozusagen durch die Individuenkonstanten und -variablen,
welche selbst ja durchnummeriert sind, “generiert”. Diese “zusammenfassen-
den” Funktionen ¢, werden im folgenden die Rolle der “Bedeutungszuord-
nung” fiir die singuldren Terme — egal ob konstante oder variable — iibernehmen.

10.3 Wahrheit und Falschheit

Nun haben wir die Voraussetzungen geschaffen, um festlegen zu kénnen, wel-
che Formeln relativ zu einer Interpretation wahr und welche Formeln relativ
zu einer Interpretation falsch sind. Ohne entsprechende Interpretation wére
eine Formel ja nur ein syntaktisches Gebilde ohne Bedeutung, dem man nicht
sinnvoll einen Wahrheitswert zuordnen kénnte.

Wir erreichen dies letztlich genauso wie in der Aussagenlogik, indem wir
schlussendlich jede Formel entweder mit dem Wert w oder mit dem Wert
f bewerten. Wenn wir jedoch allen Formeln, also auch den offenen, einen
Wahrheitswert zuordnen wollen, so konnen wir dies nicht einfach nur auf Basis
der Interpretationsfunktion ¢ tun, sondern wir miissen dabei immer auch eine
Variablenbelegung o beriicksichtigen. Wir schreiben also vorerst wieder

vs(A)
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und meinen damit den Wahrheitswert der Formel A in der Interpretation
J = (D, p), gegeben die Variablenbelegung o. Dass wir dabei wieder dasselbe
Symbol ‘p,’ wie in der letzten Sektion verwenden, soll uns nicht weiter stéren
— im Gegenteil, es wird bequem sein, méglichst wenige neue formale Zeichen
in der Metasprache einfithren zu miissen, und es wird aus dem Kontext heraus
vollig klar werden, ob ¢, auf einen singuldren Term oder eine Formel ange-
wandt wird: ¢, (t) ist — wie in der letzten Sektion erklirt — dasjenige Objekt,
welches der singulidre Term ¢ bezeichnet, wihrend ¢, (A) — wie nunmehr erklért
werden wird — derjenige Wahrheitswert ist, den die Formel A aufweist.

Dessen eingedenk, kénnen wir unsere Bewertungsfunktion nun wie folgt fest-
legen:

Definition 19  Sei J = (D, ¢) eine priadikatenlogische Interpretation und
sei o eine Variablenbelegung unter J:

Eine prddikatenlogische Bewertung (relativ zu J und o) ist eine Funktion
o, die auf allen singuldren Termen so definiert ist, wie in der letzten Sektion
erklédrt, und die zudem jeder Formel in der Menge F der priadikatenlogischen
Formeln einer vorgegeben priadikatenlogischen Sprache einen der Wahrheits-
werte w und f zuordnet, sodass gilt:

L @g(P™(t1,. - tn)) = w gdw (o (t1), - .., 0o (tn)) € p(P™),!
2. po(mA) = w gdw ¢, (A) = f,
3. ¢o((ANB)) =w gdw @5 (A) = p,(B) = w,
4. ¢o((AV B)) = w gdw ps(A) = w oder ¢,(B) = w,
(( )
(( )

5. ¢o((A— B)) =w gdw ¢s(A) = f oder p,(B) = w,
6. vo((A+ B)) =w gdw ¢,(A) = ps(B),

7. oo (VvA) = w gdw fiir alle Variablenbelegungen ¢’ unter J gilt: Wenn o’
eine v-Variante von o ist, dann ¢,/(A) = w,

8. ¢y (FvA) = w gdw es eine Variablenbelegung ¢’ unter J gibt, sodass gilt:
o’ ist eine v-Variante von o und ¢,/ (A) = w.

Wenn J = (D, ) und p,(A) = w, dann sagen wir, dass A wahr ist in der Inter-
pretation J unter der Variablenbelegung o unter J; im Falle ¢,(A) = f nennen

Tm Falle von atomaren Sitzen der Bauart P'(t) identifizieren wir die “1-Tupel” (d), wie
schon erwahnt, einfach mit d, so dass Extensionen von einstelligen Prédikaten nach wie vor
Mengen von Gegenstanden aus D sind.
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wir A natiirlich falsch in der Interpretation J unter der Variablenbelegung o
unter J.
Dazu ist noch zu erklaren:

e Seien 0,0’ Variablenbelegungen unter einer Interpretation J:

o' ist eine v-Variante einer Variablenbelegung o gdw fiir alle Individu-
envariablen v/, sodass v' # v, gilt: ¢/(v') = o (v').

Eine v-Variante stimmt also jedenfalls beziiglich aller Individuenvariablen au-
Ber v mit der urspriinglichen Variablenbelegung iiberein — und vielleicht sogar
auch beziiglich v, das Letztere muss jedoch nicht der Fall sein. Somit ist al-
so auch jede Variablenbelegung eine v-Variante ihrer selbst (beziiglich einer
beliebigen Individuenvariable v):

e Fiir alle Variablenbelegungen o unter einer Interpretation J und alle
Individuenvariablen v gilt: ¢ ist ebenfalls eine v-Variante von o.

Im Kontext der vorgegebenen Interpretation J = (D, ¢) bilden natiirlich al-
le Variablenbelegungen o, 0, ... jede unserer Individuenvariablen in den Ge-
genstandsbereich D ab. Auf diese Weise geht der Gegenstandsbereich in die
Semantik der Quantoren ein.

Veranschaulichen wir dies anhand des Beispiels aus der letzten Sektion: Un-
sere pradikatenlogische Sprache war gegeben durch drei Individuenkonstanten
a, b, c und zwei einstellige Pradikaten G und M, die folgendermaflen interpre-
tiert wurden:

o J= <D,(p>,
e D=1{1,2,3},
e p(a) =1, p(b) =2, p(c) =3, p(G) = {2}, p(M) = 2.

Und bei den Variablenbelegungen betrachteten wir:

Variablenwerte

e 01 =1,2,3,1,2,3,1,2,3,...

o oo =1,1,1,1,1,1,1,1,1,...
o 03=2,3,1,23,1,2,3,1,...

Beginnen wir bei den atomaren Formeln. Diese konnen auch Individuenva-
riablen enthalten und diese Variablen kommen dann natiirlich frei vor, da ja
in atomaren Formeln keine Quantoren vorkommen. Wir hatten urspriinglich
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gesagt, dass offene Formeln “eigentlich” nicht wahr oder falsch sein kénnen,
denn sie behaupten ja nichts {iber irgendein wohlbestimmtes Objekt, und so-
mit erhalten sie auch keinen Wahrheitswert. Der Grund dafiir, dass wir in un-
seren Wahrheitsbedingungen den offenen Formeln nun doch Wahrheitswerte
zuordnen, ist, dass wir dabei eine Variablenbelegung “festhalten”, die Varia-
blen mit bestimmten Werten oder Bezugsobjekten versehen. Die Variabilitét
der Werte der Variablen wird dann erst durch die Vielfalt der vorhandenen
Variablenbelegungen gewihrleistet. Alle diese vielen verschiedenen Variablen-
belegungen lassen aber jedenfalls die Individuenkonstanten “in Ruhe”, da sie
ja nicht fiir diese definiert sind und auch keinen semantischen Einfluss auf die
Referenz der Individuenkonstanten besitzen. Dies erkennt man auch an dem
obigen Beispiel. Es gilt etwa:

* 5, (G(b) = w,
* o, (G(b) = w,
* 03 (G(D) = w,

Tatséchlich wird der Formel G(b) unter jeder Variablenbelegung o der Wert w
zugeordnet. Dies folgt unmittelbar aus unserer semantischen Regel fiir atomare
Formeln, da ja nach der Angabe von ¢ gilt, dass ¢,(b) € ¢(G): Denn ¢, (b)
ist die Zahl 2, ¢(G) ist die Menge {2}, und 2 ist ein Element von {2}.

Genauso wird auch der atomaren Formel G(a) unter jeder Variablenbele-
gung der Wert f zugeordnet. Aussagenlogische Zusammensetzungen solcher
atomaren Formeln werden dann geméf der bereits wohlbekannten semanti-
schen Regeln fiir die aussagenlogischen Junktoren bewertet. Zum Beispiel wird
der Negation der Formel G(b) — also der Formel =G(b) — dann der Wert f zu-
geordnet. Usw.

Ersetzen wir jedoch die Individuenkonstante b in G(b) durch eine Individu-
envariable — etwa x —, so erhalten wir:

* ¢, (G(7)) = f,
* 5, (G(2)) = f,
* oy (G(2)) = w.

Die Variable «x ist ja nichts anderes als die Variable x1, deren Wert unter einer
Variablenbelegung o das Objekt o(z1) ist. Im Falle von o1 und o9 ergibt sich
dabei der Wert 1 — denn oi(x1) = o2(z1) = 1 — wihrend der Wert von x;
geméf der Variablenbelegung o3 die Zahl 2 ist. Aus der semantischen Regel
fiir atomare Formeln ergeben sich dann sofort die obigen Wahrheitswerte von
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G(z) unter o1, o und o3. Es gibt also Variablenbelegungen, unter denen die
Formel G(x) wahr ist, und andere Variablenbelegungen, unter denen diese
Formel nicht wahr ist. Alles, was wir hier gesagt haben, ldsst sich direkt auch
auf die Bewertung von atomaren Formeln mit zweistelligen, dreistelligen, usw.
Pradikaten tibertragen, allerdings haben wir es mit solchen in unserer einfachen
Beispielssprache von oben gar nicht zu tun.

Betrachten wir nun Beispiele mit Quantoren: Fiir alle Variablenbelegungen
o gilt

o v, (G (x)) = w.

Dies folgt aus der Anwendung unserer semantischen Regel fiir existentiell quan-
tifizierte Formeln. Denn wann immer wir eine Variablenbelegung o betrachten,
so finden wir mindestens eine z-Variante ¢’ von ihr, so dass ¢,/ (G(z)) = w.
Wir brauchen dabei immer nur den Gegenstand, der durch die Variablen-
belegung o der Individuenvariable x zugeordnet wird, durch die Zahl 2 zu
“ersetzen” (und alle anderen Werte von ¢ unverdndert zu lassen), und G(x)
wird dann wie vorher bei o3 als wahr herauskommen. Dass ein solches ¢’ im-
mer noch eine Variablenbelegung unter unserer Interpretation J von oben ist,
liegt daran, dass die Zahl 2 in der Tat ein Element des von uns gewéahlten
Gegenstandsbereiches D ist. 3zG(x) stellt sich unter der priadikatenlogischen
Interpretation J und einer beliebigen Variablenbelegung o als wahr heraus,
weil es wenigstens ein Objekt in D gibt, das G ist, d.h., das in der Menge {2}
liegt.
Schliefflich gilt auch Folgendes: Fiir alle Variablenbelegungen o,

o v, (VzG(x)) = f.

Dies folgt nun aus der Anwendung unserer semantischen Regel fiir universell
quantifizierte Formeln. Denn wann immer wir eine Variablenbelegung betrach-
ten, so finden wir unter all ihren x-Varianten mindestens eine Variablenbele-
gung o, so dass ¢,/ (G(z)) = f. Um ein solches ¢’ zu gewinnen, ordne man
einfach der Variable x irgendetwas anderes als den Gegenstand 2 zu — etwa die
Zahl 1 oder die Zahl 3, die ja beide ebenfalls im obigen Gegenstandsbereich D
liegen — und schon wird G(x) wie vorher bei o1 oder o2 als falsch herauskom-
men. VxG(x) stellt sich unter der pradikatenlogischen Interpretation J und
einer beliebig gewdhlten Variablenbelegung o als falsch heraus, weil es nicht
der Fall ist, dass alle Objekte in D G sind, d.h., in der Menge {2} liegen.
Die Formeln JzG(z) und VaG(z) sind geschlossene Formeln. Solche For-
meln haben, wie wir an unseren beiden Beispielsformeln sehen, beziiglich ihrer
Wahrheit oder Falschheit eine besondere Eigenschaft: Sie sind unabhdngig von
den Variablenbelegungen entweder “immer” wahr oder “immer” falsch: wahr

Hannes Leitgeb: Logik I
Stand: 29.10.2020



10.3. WAHRHEIT UND FALSCHHEIT 255

fiir alle Variablenbelegungen oder falsch fiir alle Variablenbelegungen (bei fest-
gehaltener Interpretation). Die Wahrheit bzw. Falschheit von geschlossenen
Formeln hangt deshalb nicht von der Wahl der anfinglichen Variablenbelegung
o ab, weil o bei der “Abarbeitung” der semantischen Regeln fiir die Quantoren
ohnehin an den relevanten Stellen — den gebundenen Variablen — abgeéndert
wird; es wird von o zu Varianten ¢’ iibergegangen, sodass die anfinglichen
o-Werte der relevanten Variablen gar keine Rolle fiir den Wahrheitswert der
geschlossenen Formel spielen. Etwas genauer formuliert:

e Fiir alle Formeln A gilt:
Wenn A geschlossen ist, dann gilt fiir alle Interpretationen J = (D, ¢):

1. Wenn es eine Variablenbelegung o unter J gibt, so dass ¢,(A) = w,
dann gilt fiir alle Variablenbelegungen o unter J: ¢, (A) = w.

2. Wenn es eine Variablenbelegung o unter J gibt, so dass ¢, (A) = f,
dann gilt fiir alle Variablenbelegungen o unter J: p,(A) = f.

Die Umkehrungen der beiden Implikationssétze gelten aus rein logischen Griinden
ohnehin.

Daraus folgt, dass wir die Erwdhnung von Variablenbelegungen bei der
Zuordnung von Wahrheitswerten zu geschlossenen Formeln “unterdriicken”
diirfen, wenn wir wollen. Wir diirfen, wenn wir wollen, unsere urspriinglichen
Interpretationsfunktion ¢ wie folgt auf geschlossene Formeln erweitern:

e Sei J = (D, ) eine priadikatenlogische Interpretation.

Dann diirfen wir fiir alle geschlossenen Formeln A schreiben:

1. p(A) = w gdw fiir alle Variablenbelegungen o unter J gilt:

v (A) = w.
2. p(A) = f gdw fiir alle Variablenbelegungen o unter J gilt:
po(A) = f.

In Worten: Wir diirfen sagen, dass eine geschlossene Formel A in einer pridika-
tenlogischen Interpretation J wahr ist, oder dass diese geschlossene Formel in
dieser Interpretation falsch ist, ohne dabei auch etwas zu Variablenbelegungen
sagen zu miussen.

So konnen wir jetzt etwa schreiben:

e p(G() = w,
o p(=G() =/,
e ¢(G(a) = 1,
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o p(32G(x)) = w,

o p(¥2G(x)) = f.
Und ebenso:

* P
o p(Va(M(z) — G(z))) = w,

o p(Fz(M(x) NG(2))) = f-

Bei den offenen Formeln hingegen bleiben wir dabei, auch eine Variablen-
belegung o mit anzugeben, relativ zu derer diese offenen Formeln dann einen
Wahrheitswert erhalten. Denn, wie wir gesehen, existieren diverse offene For-
meln, deren Wahrheitswert von der Wahl der Variablenbelegung abhéngt. (Es
gibt freilich auch offene Formeln, deren Wahrheitswert sich als unabhéngig
von der Variablenbelegung erweist, im aktuellen Fall z.B. M (z) oder =(G(y) A
-G(y)). Bei M(x) ist das “zufillig” so — weil “zufiillig” die Interpretation
@(M) als die leere Menge vorgegeben wurde — wihrend —~(G(y) A =G(y)) lo-
gisch wahr ist. Zur logischen Wahrheit prédikatenlogischer Formeln werden
wir in der néchsten Sektion mehr zu sagen haben.)

Selbst wenn wir uns letztlich nur fiir geschlossene Formeln interessieren soll-
ten, ist die urspriingliche Definition von ¢,, die auf eine vorgegebene Va-
riablenbelegung ¢ hin relativiert war, von fundamentaler Bedeutung: Denn
auch wenn es sich als irrelevant herausgestellt hat, mit welcher Variablenbe-
legung man die Bewertung einer geschlossenen Formel wie oben J2G(z) oder
VzG(x) beginnt, sobald man die semantische Regeln fiir die Quantoren einmal
angewandt hat, um den Wahrheitswert von 3zG(x) bzw. VxG(x) zu bestim-
men, wird man zuriickgeworfen auf die Bestimmung des Wahrheitswertes von
G(x) und dafiir ist dann die Bezugnahme auf eine Variablenbelegung essentiell.
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Dies liegt daran, dass unsere semantischen Regeln von einem Kompositiona-
litdtsgedanken getragen sind: Die Bedeutung eines komplexen Satzes ist durch
Bedeutung seiner syntaktischen Teile bestimmt (und durch die Weise, in der
diese syntaktisch zusammengesetzt wurden); und ebenso verhilt es sich mit
dem Wahrheitswert eines komplexen Satzes. Das heifit aber auch: Die Bedeu-
tung von Vo ... bzw. Jv... hingt von der Bedeutung von ... ab. Bei ... handelt
es sich aber normalerweise um eine offene Formel! D.h.: Man muss sich fiir die
Wahrheitsbedingungen von offenen Formeln unter bestimmten Variablenbele-
gungen interessieren, selbst wenn man letztlich nur die Wahrheitswerte von
geschlossenen Formeln bestimmen will.

Sehen wir uns das noch genauer an einem Beispiel an: Sagen wir, wir fithren
in unsere obige Beispielssprache zusétzlich das zweistellige Pridikat R ein,
und wir erweitern unsere vorgegebene Interpretationsfunktion ¢ auf folgende
Weise um eine zusétzliche Interpretation von R:

(P(R) - {<17 2)? <27 2>7 <37 2>}

Man koénnte fiir R wiederum eine “intuitive” Deutung anzugeben versuchen,
die sich dann auch mehr oder weniger elegant natursprachlich wiedergeben
lieBe, aber das ist gar nicht notwendig: Wir haben unsere Semantik ja so
aufgebaut, dass die Interpretationen von Prédikaten Extension, d.h., Men-
gen sind — eine solche Menge (in diesem Fall von Paaren) haben wir festge-
legt, und mehr ist zur Festlegung der Wahrheitswerte der Formeln in unserer
préadikatenlogischen Sprache auch gar nicht notwendig.
Dann ergibt sich:

o p(Vay(G(y) A R(z,y))) = w

Dies weist man mit Hilfe der semantischen Regeln fiir die Quantoren wie folgt
nach, wobei ¢ eine beliebig vorgegebene Variablenbelegung unter J ist:

o 0o (Vay(Gly) A R(x.y)) = w

gdw fiir alle Variablenbelegungen ¢’ unter J gilt: Wenn ¢’ eine z-Variante
von o ist, dann ¢,/ (Jy(G(y) A R(z,y))) = w

gdw fiir alle Variablenbelegungen ¢’ unter J gilt: Wenn o/ eine x-Variante
von o ist, dann gibt es eine Variablenbelegung o’ unter J, sodass gilt:
o' ist eine y-Variante von ¢’ und @, (G(y) A R(z,y)) = w.?

*Man beachte: Da in diesem Schritt der metasprachliche Ausdruck ‘.. (3y(G(y) A
R(z,y))) = w’ gemiB der semantischen Regeln “aufgeldst” werden soll, muss nunmehr auf
eine Variante der Variablenbelegung ¢’ Bezug genommen werden — nicht einer Variante von
o — denn in ‘@, ist ja von der Variablenbelegung ¢’ die Rede und nicht etwa von o.
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Aber Letzteres ist in der Tat der Fall: Denn sei o eine beliebige Variablenbele-
gung unter J; sei o’ eine beliebige z-Variante von . Dann kann ¢’ der Variable
2 nur einen der folgenden drei Werte zuordnen: 1 oder 2 oder 3. In jedem die-
ser drei Félle gibt es aber dann eine Variablenbelegung ¢, die eine y-Variante
von ¢’ ist und fiir die p,#(G(y) A R(z,y)) = w ist. Man nehme nur ¢’ her,
andere den Wert von y (was immer der auch sei) auf die Zahl 2 ab, und schon
ergibt sich G(y) A R(x,y) als wahr, denn 2 ist in der Extension von G, und
egal, was der Wert von z ist — 1 oder 2 oder 3 — dieser Wert steht dann immer
in der R-Beziehung zum Wert von y, da ja alle der Paare (1,2),(2,2),(3,2) in
der Extension von R liegen und somit alle Objekte im Gegenstandsbereich in
der R-Beziehung zur Zahl 2 stehen. Wir sehen dabei, dass wir zur Bewertung
von Vz3y(G(y) A R(z,y)) Schritt fiir Schritt die Quantoren “abgebaut” haben
und dadurch auf mehr und mehr freie Variablenvorkommnisse gestoflen sind,
fiir deren Wertzuweisung wiederum die Verwendung von Variablenbelegungen
unumginglich ist. Analog ergibt sich tibrigens, in diesem speziellen Beispiel:

o p(FyVz(G(y) A R(z,y))) = w

Nochmals kurz zusammengefasst: Der Wahrheitswert einer komplexen For-
mel hiangt von den Wahrheitswerten ihrer Teilformeln ab; verniinftig gebilde-
te geschlossene Formeln mit Quantoren enthalten aber Teilformeln, die offen
sind, und um diese zu bewerten, braucht man Variablenbelegungen. An der
Verwendung von Variablenbelegungen fiihrt also kein Weg vorbei.

Kein Weg? Manche Autoren vermeiden die Bewertung von offenen Formeln
mittels Variablenbelegungen, indem sie eine sogenannte substitutionelle Se-
mantik der Quantoren verwenden. Die semantischen Regeln fiir quantifizierte
Sétze sehen dann etwa so aus: Die Bezugnahme auf ein ¢ wird fallengelassen,
und man fordert stattdessen

o o(VvA[v]) = w gdw fiir alle Individuenkonstanten ¢ gilt: ¢(A[c/v]) = w,

e p(FvAJv]) = w gdw es gibt eine Individuenkonstante ¢, sodass gilt:
p(Ale/v]) = w.

Mit ‘Individuenkonstanten’ ist dabei natiirlich gemeint: Individuenkonstanten
in der vorgegebenen praidikatenlogischen Sprache.

In einer solchen Semantik heifit V dann nicht mehr ‘fiir alle Objekte (in D)’,
sondern vielmehr ‘fiir alle Eigennamen (in der vorgegebenen Sprache)’; analog
fiir den Existenzquantor. Und dabei zeigt sich auch die philosophische Krux
einer solchen Semantik: ‘fiir alle’ sollte eigentlich ‘fiir alle Objekte’ bedeuten.
Selbst wenn nicht jedes Ding im Universum einen Eigennamen hétte, wiirde
man mit ‘fiir alle’ doch ‘fiir alle Dinge’ sagen wollen und nicht etwa ‘fiir alle
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Dinge, die einen Eigennamen haben’ oder ‘fiir alle Eigennamen’. In der Tat
ist jedenfalls fiir die natiirliche Sprache die Annahme, dass jedes Einzelding
einen Eigennamen besitzt, absurd: Es gibt beispielsweise iiberabzdhlbar viele
reelle Zahlen — Punkte auf der Zahlengeraden — die keinen Namen besitzen,
und man wiirde doch mit ‘fiir alle reellen Zahlen’ nicht nur iiber diejenigen
reellen Zahlen reden wollen, die sehr wohl einen Eigennamen aufweisen (wie
0,1, =7, 0.275, v/2, 7 usw.). Aus diesem Grunde bevorzugen heute die meis-
ten Philosophen und Logiker eine sogenannte objektuale Semantik, in deren
semantischen Regeln fiir die Quantoren auf Objekte und nicht blof3 auf Ei-
gennamen Bezug genommen wird. Die von uns oben eingefiihrte Semantik fiir
pradikatenlogische Sprachen ist gerade eine solche objektuale Semantik.
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10.4 Die semantischen Begriffe fiir die Priadikaten-
logik

Mit dem Riistzeug der letzten Sektion sind wir nun endlich in der Lage, alle
zentralen semantischen Begriffe fiir die préadikatenlogischen Sprachen prézise
zu definieren.

Zuerst fithren wir das priadikatenlogische Gegenstiick zum Begriff der Tau-
tologizitédt in der Aussagenlogik ein:

Definition 20
Eine pradikatenlogische Formel A ist logisch wahr gdw

fiir alle pridikatenlogischen Interpretationen J = (D, ¢) und alle Varia-
blenbelegungen o unter J gilt: p,(A) = w.

Man sagt auch: Jede Interpretation zusammen mit einer beliebigen Varia-
blenbelegung ist ein “Modell” fiir eine logisch wahre Formel. Beispiele fiir sol-
che logisch wahren Formeln sind zunéchst einmal alle Formeln, die die logische
Form einer aussagenlogischen Tautologie aufweisen, wie etwa

e G(a) — G(a) (eine Formel der Form A — A),
o Z(b)V—Z(b) (welche von der Form AV —A ist).

Dabei setze man immer entsprechende pridikatenlogische Sprachen voraus,
die diese Beispiele auch wirklich als Formeln enthalten.

Denn angenommen, z.B., G(a) — G(a) wire falsch in einer prédikatenlo-
gischen Interpretation J = (D, ¢) (Variablenbelegungen diirfen wir hier igno-
rieren, da G(a) — G(a) geschlossen ist): Dann miisste zugleich G(a) (als
Antezedens) wahr und G(a) (als Konsequens) falsch sein, was nicht moglich
ist. Also kann G(a) — G(a) gar nicht falsch in der angenommenen Interpreta-
tion sein. G(a) — G(a) ist demnach wahr in jeder Interpretation, d.h. logisch
wahr.

Entsprechend kénnen natiirlich auch offene Formeln solchermafien logische
Wahrheiten sein, wie

° G(a:) — G(x)
* Z(y)V—~Z(y)

Die Argumentation dafiir ist ganz analog, nur muss man dabei auch eine (be-
liebig vorgegebene) Variablenbelegung beriicksichtigen.
Dariiberhinaus existieren aber auch genuin prddikatenlogische Wahrheiten:
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o VG (z) — G(a)
o Z(x) — JxZ(x)
o Vi(G(z) A Z(x) — G(z))

o Vo (G(x) N Z(z)) = JxZ(x)

Dies folgt wieder mehr oder weniger direkt aus den semantischen Regeln der
pradikatenlogischen Semantik. Zum Beispiel, fiir den zweiten Beispielssatz
kurz zusammengefasst: Wenn Z(z) wahr ist in J = (D, ¢) unter o, dann
muss o(x) ein Element von ¢(Z) sein; folglich ist ¢(Z) nicht leer, und somit
muss auch JzZ(z) wahr sein unter J. Daher ist Z(z) — JxZ(z) logisch wahr
— die Formel kann nicht als falsch herauskommen.

Wie man an diesen Beispielen erkennen kann, l4sst sich die logische Wahrheit
von prédikatenlogischen Formeln durch (zumeist “kleine” und informell formu-
lierte) metasprachliche Beweise auf Basis der semantischen Regeln der letzten
Sektion durchfiihren. Eine andere Weise des Nachweises der logischen Wahrheit
ein pradikatenlogischen Formel wird das néichste Kapitel bieten: Den forma-
len Beweis mittels Herleitungsregeln, d.h., die préamissenfreie Herleitung von
pradikatenlogischen Formeln. Solchermaflen beweisbare pradikatenlogische For-
meln werden sich ndmlich wie schon in der Aussagenlogik als tautologisch
bzw. logisch wahr herausstellen. (Wir werden diese Nachweismoglichkeiten
unten noch ausfiihrlicher diskutieren, wenn wir den Begriff der logischen Fol-
ge fiir prédikatenlogische Formeln erdrtern.) Und wie weist man nach, dass
eine pradikatenlogische Formel nicht logisch wahr ist? Indem man ein Ge-
genbeispiel angibt: Eine prédikatenlogische Interpretation und Variablenbe-
legung, unter denen die ndmliche Formel als falsch herauskommt. Z.B. ist
die Formel Z(z) ganz offensichtlich nicht logisch wahr, weil D, ¢ und o so
gewéhlt werden konnen, dass ¢, (Z(x)) gleich f ist: Man wéhle beispielsweise
D = {Aristoteles}, p(Z) = @ (also die leere Menge), und o(x) = Aristoteles:
Dann ist es nicht der Fall, dass ¢, (x) € ¢(Z), woraus nach der semantische
Regel fiir atomare Formeln in der Definition von pradikatenlogischen Bewer-
tungen folgt, dass ¢,(Z(x)) = f ist. Die Formel Z(z) kann also sehr wohl
falsch sein, was heifft, dass sie nicht logisch wahr ist.

Analog lédsst sich das Gegenstiick zum aussagenlogischen Begriff der Kon-
tradiktion definieren:

Definition 21
Eine pridikatenlogische Formel A ist logisch falsch gdw

fiir alle priadikatenlogischen Interpretationen J = (D, ) und fiir alle
Variablenbelegungen o unter J gilt: p,(A) = f.
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Anders ausgedriickt: A ist eine Kontradiktion gdw es nicht der Fall ist, dass es
eine pradikatenlogische Interpretation J = (D, ) und eine Variablenbelegung
o unter J gibt, sodass gilt: ¢,(A4) = w.

Typische logisch falsche Formeln sind natiirlich immer noch Formeln der
Form

e BA-B.

die wir ja bereits seit der Aussagenlogik als kontradiktorisch kennen. Betrach-
ten wir dazu das konkrete Beispiel

o G(b) A=G(b)

Denn angenommen G(b) ist wahr in einer Interpretation — die Wahl der Va-
riablenbelegung spielt ja bei dieser geschlossenen Formel wieder keine Rolle —
dann ist =G(b) natiirlich falsch und somit ist die Konjunktionsformel gemé8
unserer semantischen Regeln fiir die Pradikatenlogik auch falsch. Gleiches gilt
aber auch unter der Annahme, dass G(b) falsch ist.

Neben solchen quasi “aussagenlogischen” Kontradiktionen gibt es aber auch
genuin pradikatenlogisch falsche Formeln, wie etwa:

o VzP(z) A 3z—-P(z)

o VzP(z) A =P(a)

e P(a) A —3zP(x)

o VaVyR(x,y) A Jy—R(a,y)

Die logische Falschheit einer Formel A lidsst sich dadurch nachweisen, dass
gezeigt wird, dass —A logisch wahr ist — und dies erfolgt wie oben bereits
erklért.

Wie in der aussagenlogischen Semantik kénnen wir auch festlegen:

Definition 22
Eine pradikatenlogische Formel A ist kontingent gdw

A weder logisch wahr, noch logisch falsch ist.

D.h.: Es gibt wenigstens eine préadikatenlogische Interpretation und eine Va-
riablenbelegung, unter denen A als wahr herauskommt; und es gibt wenigstens
eine préadikatenlogische Interpretation und eine Variablenbelegung, unter de-
nen A als falsch herauskommt.
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Sowie: Eine priadikatenlogische Formel A ist erfillbar gdw A nicht logisch
falsch ist. Kontingente Formeln sind also allesamt erfiillbar, und erfiillbare
Formeln sind entweder logisch wahr oder aber kontingent.

Alle obigen Beispiele fiir logisch wahre Formeln stellen natiirlich auch Bei-
spiele fiir erfiillbare Formeln dar. Hier sind noch ein paar Beispiele fiir erfiillbare
Formeln, welche kontingent sind:

e G(b)

o —JdxM(x)

Wie weist man zum Beispiel VyG(z) als erfiillbar nach? Wieder nur kurz um-
rissen: Man wiéhle eine Interpretation und eine Variablenbelegung so, dass der
Wert von z in der Extension von G zu liegen kommt. Dann wird G(x) wahr
sein. Yy wird nach einer Anwendung der semantischen Regel fiir den Allquan-
tor eliminiert und spielt sodann keine Rolle fiir den Wahrheitswert von G(z)
mehr, da dieser ausschliellich von der Interpretation von G und dem Wert von
x unter der gewéhlten Variablenbelegung abhéngt.
Natiirlich gilt Folgendes:

e Fiir alle Formeln A: Wenn A logisch wahr ist, dann ist A erfiillbar.

Die Umkehrung dieses Prinzips gilt jedoch offensichtlich nicht. Beispielsweise
ist zwar die Formel G(a) erfiillbar, aber sicherlich nicht logisch wahr, da diese
Formel in jeder Interpretation falsch ist, in der ¢(a) kein Element von ¢(G)
ist.

Manchmal ist es auch zweckméfig, einen Erfiillbarkeitsbegrift fiir Mengen
von Formeln zur Verfiigung zu haben, welcher wie folgt definiert wird:

e Eine Menge M von Formeln ist erfillbar gdw es eine pradikatenlogische

~

Interpretation J = (D, ) und eine Variablenbelegung o unter J gibt,
sodass fiir alle Formeln A € M gilt: p,(A) = w.
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Man beachte dabei, dass eine Menge von Formeln durchaus als Menge un-
erfiillbar sein kann, obwohl zugleich alle ihre Elemente als Formeln erfiillbar
sind. So ist etwa die Menge {VzP(x),3x—P(x)} unerfiillbar, wihrend die For-
meln VxP(z) und Jz—P(x) fiir sich genommen sehr wohl erfiillbar sind.

Der letzte semantische Begriff, den wir fiir pradikatenlogische Formeln fest-
legen wollen, ist der der logischen Folge. Die Intuition, die uns hier leitet, ist
diejenige, die wir schon aus der aussagenlogischen Semantik kennen, ndmlich
dass eine Formel, die aus einer anderen Formel logisch folgt, “unmoglich” falsch
sein kann, falls die andere Formel wahr ist. D.h.:

Definition 23
Fiir alle Formeln A, B gilt: B folgt logisch aus A (A |E= B) gdw

fiir alle Interpretationen J = (D, ) und alle Variablenbelegungen ¢ von
J gilt:
Wenn ¢, (A) = w, dann ¢,(B) = w.

Die logische Aquivalenz von Formeln besteht dann in der logischen Folge
“in beide Richtungen”. Oder dazu dquivalent:

Definition 24
Fiir alle Formeln A, B gilt: A ist logisch dquivalent zu B (A = B und
B E A) gdw

fiir alle Interpretationen J = (D, ) und alle Variablenbelegungen o von
J gilt:

Po(A) = ¢o(B).
Zum Beispiel erhalten wir:
e Vz A ist logisch dquivalent mit —=3x—A.
e Jx A ist logisch dquivalent mit —Vz—A.

Wir koénnten daher, wenn wir wollten — und ohne dabei semantisch etwas
zu verlieren — einen der beiden Quantoren einfach metasprachlich mittels des
jeweils anderen Quantors (und der Negation) definieren.

Ebenso lisst sich leicht zeigen, dass diese logischen Aquivalenzbehauptungen
aus unseren obigen Definitionen folgen:

e VzP(x) ist logisch dquivalent mit VyP(y).

e JzP(x) ist logisch dquivalent mit JyP(y).
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Die Wahl der Variablen in geschlossenen Formeln ist daher nicht weiter wichtig,
solange die Variablen hinter den Quantoren nur mit den richtigen Positionen
im restlichen Teil einer Formel iibereinstimmen und somit “gekoppelt” werden.

Wie schon in der aussagenlogische Semantik fiigen wir schliefilich auch noch
den noch wichtigeren Begriff der logischen Folge aus einer Menge von Formeln
hinzu:

Definition 25
Fiir alle Formeln Aq,..., A, und alle Formeln B gilt:
B folgt logisch aus Ai,..., A, (A1,..., A, E B) gdw

fiir alle Interpretationen J = (D, ) und alle Variablenbelegungen o
unter J gilt:

Wenn fiir alle Formeln A; mit i = 1,...,n gilt, dass ¢,(A4;) = w, dann
gilt auch, dass p,(B) = w.

Und wie in der Aussagenlogik ist es auch iiblich,
o A

zu schreiben fiir den Sachverhalt, dass A logisch wahr ist. Die Idee dahinter ist
wieder: A ist logisch wahr gdw A logisch aus der leeren Menge von Formeln
folgt, also ohne jede weitere Annahme “immer” wahr ist.

Insbesondere erhalten wir mit dem Begriff der logischen Folge auch die fol-
genden wohlbekannten pridikatenlogischen Gesetze, die sich allesamt auf Basis
der semantischen Regeln fiir die Prédikatenlogik und der obigen Definition der
logischen Folge nachweisen lassen:

e Quantorennegationsgesetze:

— Va—P

\
|
i
8
i)
B

m
<
S
]
i)
B
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e Quantorenvertauschungsgesetze:

— VaVyP(z,y) = YyVaeP(z,y)
— JaxFyP(x,y) E JyIzP(z,y)
— JaVyP(x,y) = Yy3xP(z,y)
(Wie wir bereits wissen, gilt jedoch nicht: Vy3zP(x,y) = JzVyP(z,y))

e Quantorendistributionsgesetze:

— Vz(P(x) A Q(x)) = VaP(z) ANVxQ(x)
— Jz(P(x) AQ(x)) E JxP(z) A JxQ(x)
— Jz(P(x) V Q(x)) = JxP(z) V IzQ(x)

(Dies gilt jedoch nicht: V(P (z) V Q(z)) | VaP(x) V VzQ(x))

o Quantorenverschiebungsgesetze:

= Va(P(a) = Q(z)) = Pla) = VzQ(z)
— JzP(x) = Q(a) = Ve (P(z) = Q(a))

etc. (Bei diesen ist es jeweils wichtig, dass x in P(a) nicht frei
vorkommt, bzw., dass = in @(a) nicht frei vorkommt.)

Wie weist man nun solche logischen Folgerungsbehauptungen nach? Dafiir gibt
es — wie schon fiir logische Wahrheiten angesprochen — zwei Moglichkeiten:

(i) Im néchsten Kapitel werden wir die Herleitungsordnung der Aussagen-
logik so erweitern, dass sich die resultierende priadikatenlogische Herleitungs-
ordnung als wiederum korrekt und vollstédndig gegeniiber der semantischen
Folgerungsbeziehung — aber nunmehr der prddikatenlogischen Folgerungsbe-
ziehung — erweist. Das heifit aber auch: Das Bestehen dieser Folgerungsbezie-
hung fiir vorgebene Formeln kann mittels einer priadikatenlogischen Herleitung
bewiesen werden; dazu mehr im néchsten Kapitel.

(ii) Die zweite Moglichkeit, semantische Folgerungsbeziehungen fiir die pra-
dikatenlogische Semantik nachzuweisen, besteht darin, einen metasprachlichen
Beweis zu fithren, der die obige Definition der die obige metasprachlich formu-
lierte Definition der Folgerungsbeziehung () verwendet.

Betrachten wir fiir diese zweite Moglichkeit ein einfaches Beispiel, etwa
das etwas seltsam anmutende Quantorverschiebungsgesetz JxP(x) — Q(a) &
Vz(P(z) — Q(a)): Nehmen wir einmal an, dass JzP(x) — Q(a) wahr wire
bei einer Interpretation J, Va(P(z) — (Q(a)) aber falsch wére bei eben die-
ser Interpretation J: Da Vz(P(z) — Q(a)) falsch ist bei der Interpretation
J, muss es moglich sein,  mittels einer Variablenbelegung ¢ einen Wert im
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Gegenstandsbereich D so zuzuordnen, dass P(z) — @Q(a) bei der Interpreta-
tion J und der ndmlichen Variablenbelegung o als falsch herauskommt; d.h.
aber auch, dass P(x) dabei als wahr, Q(a) aber als falsch herauskommen muss.
Wenn P(z) aber wahr unter der Interpretation J und der Variablenbelegung o
ist, dann muss auch 3z P(z) wahr sein unter der Interpretation J. Also: 3z P(z)
ist dann wahr bei der Interpretation J, und @Q(a) ist falsch bei der Interpreta-
tion J. Dann ist aber auch 3z P(x) — Q(a) falsch bei der Interpretation J, was
im Widerspruch zu unserer anfinglichen Annahme steht, dass 3xP(z) — Q(a)
wahr ist bei der Interpretation J. Somit kann es gar nicht der Fall sein, dass
JxP(x) — Q(a) wahr ist bei einer Interpretation J, Va(P(z) — Q(a)) aber
falsch bei derselben Interpretation J. Kurz: 3zP(x) — Q(a) impliziert logisch
va(P(z)  Q(a).

Hier sind noch einige Folgerungsbehauptungen, welche nicht gelten:
o VaP(z) = Vr—-P(x)
e VadyR(x,y) = JyVeR(z,y)
o JzP(x) A JzQ(x) | Jx(P(x) A Q(x))
o Vz(P(z) — Q(x)) E JxP(x)

Diese metasprachlichen Folgerungsbehauptungen sind falsch. Wie weist man
nach, dass solche logischen Folgerungsbehauptungen nicht gelten? Dass diese
metasprachlichen Sétze falsch sind, beweist man wiederum leicht dadurch,
dass man Gegenbeispiele angibt, d.h. pradikatenlogische Interpretationen und
zugehorige Variablenbelegungen, die zusammengenommen die linke Seite einer
solchen Behauptung wahr machen, die rechte Seite jedoch falsch.

Zum Beispiel, was die erste falsche Folgerungsbehauptung von oben betrifft:
Man zeigt, dass —VaP(z) & Va—P(x), indem man eine Interpretation J =
(D, ) so wihlt, dass wenigstens ein Objekt im Gegenstandsbereich D nicht
in p(P) ist, zugleich aber auch wenigstens ein Objekt im Gegenstandsbereich
D in ¢(P) zu liegen kommt; denn dann ist zwar —VzP(zr) wahr in dieser
Interpretation, Vx—P(x) aber falsch. Somit kann die behauptete Beziehung der
logischen Folge klarerweise nicht bestehen. Zum Beispiel erfiillt die folgende
Interpretation diese Anforderungen: Sei J = (D, ), wobei D = {1,2} und
¢(P) = {1}; dann ist =“VzP(x) wahr in dieser Interpretation (weil 2 & ¢(P)),
Vax—P(x) aber falsch (da 1 € p(P)).

Die Falschheit der zweiten Folgerungsbehauptung oben haben wir friither
schon diskutiert: Man wéhle als D beispielsweise die Menge der natiirlichen
Zahlen und als ¢(R) die Menge aller Paare (m,n) von natiirlichen Zahlen
m und n, fiir die gilt: m ist echt kleiner als n. (Formal ausgedriickt: D =
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{1,2,3,...} und p(R) = {(m,n)|m < n}). Dann ist zwar Vz3yR(z,y) wahr
(denn zu jeder natiirlichen Zahl gibt es eine echt grofere), JyVaR(z,y) aber
falsch (denn es gibt keine natiirliche Zahl, die groer als alle natiirlichen Zahlen
wére).

Oder betrachten wir die dritte falsche Folgerungsbehauptung von oben und
weisen nach, dass JzP(x) A JzQ(x) = Jz(P(x) A Q(x)): Wiederum reicht
dafiir die Angabe wenigstens eines Gegenbeispiels. Sei etwa J = (D, ¢), wobei
D ={1,2}, o(P) = {1} und ¢(Q) = {2}; dann ist Iz P(z) A FzQ(x) wahr bei
dieser Interpretation (die Extensionen von P und von @ sind beide fiir sich
betrachtet nicht leer), 3z (P(z) AQ(x)) jedoch falsch (da sich kein Objekt in D
“zugleich” in beiden Extensionen befindet, d.h.: Der Durchschnitt von ¢(P)
und ¢(Q) ist leer).

Die Falschheit der vierten Folgerungsbehauptung von oben lésst sich z.B.
nachweisen, indem man als ¢(P) die leere Menge wihlt: Dann ist Vo (P(z) —
Q(x)) wahr (weil das Antezedens von P(x) — Q(x) dann jedenfalls falsch ist),
JzP(x) jedoch falsch.

Hier sind einige tatsdchlich bestehende logische Folgerungen aus Mengen von
Formeln:

Diese weit man wiederum durch Herleitungen oder metasprachlich formulierte
Beweise nach.

Ebenso ist der Fall: Wenn der singulédre Term ¢ frei ist fiir die Individuen-
variable v in der Formel A[v] (der Begriff frei-fiir-in wurde im letzten Kapitel
eingefiihrt), dann

o Alt/v] = JvA[v]
o YvA[v] = Alt/v]

Anhand des Beispiels erklart, das wir schon im letzten Kapitel verwendet
haben: Angenommen, v wire z und A[v] wire die Formel JyR|x, y]. Dann gilt

e YzIyR(z,y) = yR(z,y)

o VoIyR(z,y) E JyR(a,y)
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weil sowohl z als auch a frei sind fiir  in JyR[z,y]. Aber es gilt nicht, dass

e VriyR(z,y) = JyR(y,y)

Dies weist man wieder leicht durch Angabe eines Gegenbeispiels nach: Man las-
se zum Beispiel D wiederum die Menge der natiirlichen Zahlen sein und ¢(R)
die Kleiner-als Relation auf den natiirlichen Zahlen — dann ist Vx3yR(z,y)
wahr in dieser Interpretation, JyR(y,y) aber falsch. Diese letzte (falsche) Be-
hauptung einer logischen Folge war auch oben nicht gemeint, denn y ist eben
nicht frei ist fiir x in JyR[z, y].

Zuletzt ist es uns auch ein Leichtes, die logische Giiltigkeit von Argument-
formen der priadikatenlogischen Sprache zu definieren:

Definition 26
Eine Argumentform Ai,..., A, .. B der pridikatenlogischen Sprache ist
logisch giiltig gdw

Ai,..., A, = B.

Alle diese semantischen Begriffe lassen sich wie schon im Falle der Aussa-
genlogik auf natursprachliche Aussagesitze und Argumente iibertragen, indem
man zunéichst die (pridikaten-)logischen Formen dieser Aussagesiitze und Ar-
gumente bestimmt und dann die oben definierten semantische Begriffe auf
die dabei gewonnenen pridikatenlogischen Représentationen anwendet. Der
Vorgang ist genau analog zu dem in der Aussagenlogik, der einzige Unter-
schied besteht in der sowohl syntaktisch als auch semantisch iiberlegenen
“Feinkornigkeit” der Pradikatenlogik im Vergleich zur “grobschléchtigeren”
Aussagenlogik.
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Was Sie nach diesem Kapitel (inkl. Ubungen) beherrschen sollten:

den Begriff der prddikatenlogischen Interpretation zu definieren;
den Begriff der Variablenbelegung zu definieren;
den Begriff der prddikatenlogischen Bewertung zu definieren;

die Wahrheitswerte von préadikatenlogischen Formeln bei einfachen vor-
gegebenen Interpretationen und Variablenbelegungen zu bestimmen;

die Begriffe logisch wahr, logisch falsch und kontingent fiur pradikaten-
logische Formeln zu definieren;

den Begriff der logischen Folge fiir pradikatenlogische Formeln zu defi-
nieren;

die Falschheit von einfachen logischen Folgerungsbehauptungen durch
die Angabe von Gegenbeispielen nachzuweisen;

den Begriff der logischen Giiltigkeit fiir pradikatenlogische Argumentfor-
men zu definieren.
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10.5 Ubungen
Ubung 10.1

1. Worauf beziehen sich singulédre Terme? Was sind die Extensionen von
n-stelligen Pradikaten (generellen Termen)?

2. Geben Sie drei (natursprachliche) singulire Terme an, und erldutern
Sie, was deren Referenz ist. Geben Sie drei (natursprachliche) Pradi-
kate (mit jeweils verschiedener Stellenzahl) an, und erldutern Sie, was
deren Extension ist.

3. Was sind die zwei wichtigen Eigenschaften von n-Tupeln?

4. Was ist das n-fache Cartesische Produkt

D'"=Dx...xD

n-mal
der Menge D?
5. Definieren Sie, was eine pridikatenlogische Interpretation ist.
6. Definieren Sie, was eine Variablenbelegung unter einer Interpretation ist.

7. Was heifit es, daBl eine Variablenbelegung eine v-Variante einer Variablenbe-
legung ist?

8. Erldutern Sie, unter welchen Bedingungen eine Formel — gegeben eine
Interpretation sowie eine Variablenbelegung unter dieser Interpretation —
wahr bzw. falsch ist.

9. Stellen Sie fest, ob die unten angegebenen Formeln unter der Interpreta-
tion J und unter den Variablenbelegungen o1, 02, 03 unter J wahr sind,
wobei:

Interpretation J = (D, ¢):

e D = {Barack, Joachim, Joseph}

e ©(a) = Barack

o ©(b) = Joachim

o ©(c) = Joseph

e ©(P) ={Barack, Joachim} = {d € D | d ist Président}
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

25.

e (M) = {Barack, Joachim, Joseph} = {d € D | d ist ein Mensch}
e o(Z)=0={de D|dist eine Zahl}

o ©(A) = {(Joseph, Barack), (Joseph, Joachim), (Joachim, Barack)}
= {(dl,dg> € D? | dy ist alter als dz}

Variablenbelegungen o1, 09, 03 von J:

e 01 = Barack, Joachim, Joseph, . ..
e 09 = Joachim, Joachim, Joseph, . ..

e 03 = Joseph, Joachim, Joseph, . ..
In J und unter o1, 09, 03 zu bewertende Formeln:
P(a)

P(b)

JyZ(y)

JzP(z)
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26. —VzP(x)V P(c)

27. A(b,a) — Jz(P(z) A Z(z))
28. VzIyA(z,y)

29. JavyA(z,y)

Stellen Sie fest, welche der dieser Formeln wahr bzw. falsch geméB ¢s,, ©g,,
Yoy sind.

Denken Sie sich drei weitere Variablenbelegungen aus und bewerten Sie die
Formel A(y, z) A A(z,y) — A(z, x). Ist diese Formel wahr in J unabhiingig von
der Wahl der Variablenbelegung?

Stellen Sie fest, welche der oben vorkommenden geschlossenen Formeln wahr
bzw. falsch geméf ¢ (d.h. in J) sind.

Ubung 10.2

e Uberpriifen Sie die folgenden Formeln auf logische Wahrheit, logische
Falschheit, bzw. Kontingenz. Argumentieren Sie fiir das Vorliegen von
logischer Wahrheit/Falschheit auf Basis der semantischen Regeln, fiir
das Vorliegen von Kontingenz jedoch durch Angabe von passenden In-
terpretationen (und Variablenbelegungen).

M(z) v G(e)
Fy(G(y) A =G(y))
Va(P(x) = ~P(z))
VaP(x) — JzP(x)

P(x) = P(y)

P(z) — P(x)

JzP(x) — VaP(z)
—VaP(z) <> Jz—P(x)
P(a,b) ANVz—=TIyP(z,y)
VaVyP(z,y) — YyVaP(z,y)
. P(z) = VyP(y)

. P(z) —» YyP(z)

. JaVyP(z,y) — YyIzP(x,y)

.“3.00.\'@9“1“.03!\3{—‘

— = = =
w o = o
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Ubung 10.3

e In den folgenden Beispielen wird das Bestehen gewisser logischer Fol-
gerungen behauptet. Uberpriifen Sie diese Behauptungen auf ihre Rich-
tigkeit! Argumentieren Sie entweder fiir die Behauptungen mit Hilfe der
semantischen Regeln, oder widerlegen Sie die Behauptungen durch An-
gabe von Gegenbeispielen in Form von Interpretationen (und Variablen-
belegungen).

P(a) E JxP(x)

Vz(P(z) = Q(z)) E JzP(x) — 32Q(z)
va(P(r) > Q(x)) = 30Q(x)
VaVyP(x,y) = Vo3yP(z,y)

36(Py) A Q) E Ply) A 3wQ(x)
JxP(y) = VyP(x)

VaVyP(x,y) = P(a,b) A P(c,d)
Va(P(z) = Q(x)), P(a) = Q(a)
VeyP(z,y) E JyP(y,y)

Va(P(x) v Q(x)), ~3yQ(y) k= VaP(x)
- Va(P(z) v Q(x)), ~Q(y) | Vo P(z)

. P(a1),P(a2),...,P(aipoo) E Yz P(x)

© N o=

—_ =
N o= O
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Kapitel 11

Pradikatenlogisches Herleiten

Wir haben die deduktive Methode ja schon ausfiihrlich anhand unseres Sys-
tems des natiirlichen Schlieflens in der Aussagenlogik besprochen. Entspre-
chend der Erweiterung der Menge der logischen Zeichen in den préadikatenlo-
gischen Sprachen — in denen die Quantoren V und 3 als logische Zeichen zu
den aussagenlogischen Junktoren hinzukommen — ergéinzen wir im Folgenden
auch die Regeln fiir die aussagenlogischen Junktoren um Herleitungregeln fiir
die beiden Quantoren. Auf diese Weise werden wir ein System des natiirlichen
Schlielens fiir die Pradikatenlogik erhalten, dessen zugehorige Herleitungsbe-
ziehung F sich ganz analog zur Aussagenlogik als extensionsgleich zu derjeni-
gen semantischen Beziehung |= der logischen Folge fiir die pridikatenlogischen
Sprachen erweisen wird, die wir im letzten Kapitel definiert und untersucht
haben.

11.1 Die zuséitzlichen Grundschlussregeln der Prad.
logik

Zunéchst fiigen wir unseren aussagenlogischen Schlussregeln die folgenden zwei

préadikatenlogischen Grundschlussregeln hinzu, deren zugehorige Argumentfor-

men wir im Rahmen unserer Behandlung der Substitution in den letzten Ka-

piteln schon diskutiert haben. Dadurch erweitert sich dann auch der Umfang
unserer Herleitungsrelation :

(UB) Fiir den Fall, dass ¢ frei ist fiir v in A:
VvA  Alt/v] (Universelle Beseitigung)

(EE) Fiir den Fall, dass ¢ frei ist fiir v in A:
Alt/v] + JvA (Existentielle Einfithrung)
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Diese Einsetzungregeln haben beide die Eigenschaft, Einsetzungsinstanzen von
Termen zu involvieren, und beide Regeln sind entsprechend nur anwendbar,
wenn der Term ¢, der dabei eingesetzt wird bzw. wurde, frei fiir die relevan-
te Variable in der relevanten Formel ist. Wahrend UB ein Vorkommnis des
Allquantors beseitigt, fiihrt EE ein Vorkommnis des Existenzquantors ein.

Betrachten wir dazu das folgende Beispiel eines Schlusses in der natiirlichen
Sprache:

Es gibt keine Dronten.

Daher gibt es etwas, das keine Dronte ist.

Die pradikatenlogische Représentierung eines solchen Argumentes sollte na-
tiirlich unter Verwendung unseres formalen Konklusionsindikators .*. vonstat-
ten gehen, hier (wie auch bei den folgenden Beispielen) geht es uns aber we-
niger um die Représentierung, sondern vielmehr darum, dass dieser Schluss
pradikatenlogisch giiltig ist — auch wenn dies in diesem Fall zunichst etwas
kontraintuitiv erscheinen mag. Der Grund fiir die Giiltigkeit des Schlusses ist,
wie bereits besprochen, dass in der klassischen Prédikatenlogik angenommen
wird, dass es im zugrundeliegenden Gegenstandsbereich mindestens einen Ge-
genstand gibt. Wenn es nun aber keinen Gegenstand gibt, der eine Dronte ist,
so gibt es doch noch mindestens einen Gegenstand diberhaupt, und dieser kann
dann keine Dronte sein. Es muss also, wenn sich die Herleitbarkeitsbeziehung
I letztlich als vollstdndig in Hinblick auf = erweisen soll, die Konklusion auch
aus der Pramisse herleitbar sein, d.h. es muss gelten:

e —JzD(x) F Jz—D(x)
Und mittels der Regeln von oben (hier EE) ist dies auch der Fall:

1. =3zD(x) (P1)
2. || ==D(y) (IB-Annahme)
3. || D(y) 2. (DN2)
4. || 3zD(z) 3. (EE)
5. || 3xD(z) A —JzD(x) 4., 1. (KON)
6. -D(y) 2.-5. (IB)
7. 3z—-D(z) 6., (EE)
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Man beachte, dass y fiir = frei ist in D(z) bzw. —=D(z) — andernfalls wéren
die jeweiligen Schliisse mittels EE auf die Zeilen 4. und 7. auch nicht erlaubt
gewesen. Anstatt den indirekten Beweis mittels =—D(y) in Zeile 2. zu fiihren,
héitten wir diesen iibrigens auch mittels =—D(a) fithren kénnen, wobei a dann
eine beliebig gewahlte Individuenkonstante wére; der Schluss von 3. auf 4. wére
dann eine Anwendung von EE gewesen, welche von D(a) zu JzD(z) gefiihrt
hétte, und der Schluss von 6. auf 7. wére eine Anwendung von EE gewesen,
welche von —~D(a) zu Jz—D(x) gefithrt hétte. Die zugehorigen Substitutionen
wéren dabei génzlich harmlos gewesen, weil Individuenkonstanten ja immer
frei sind fiir Variablen, fiir die sie eingesetzt werden. Andererseits haben wir in
Kapitel 9 gesehen, dass es eine Wahlfreiheit in Bezug auf Individuenkonstanten
gibt: Insbesondere kann man eine priadikatenlogische Sprache so wiahlen, dass
sie vollig ohne Individuenkonstanten auskommt. In einem solchen Fall hitte
man dann gar keine Individuenkonstante a zu Verfiigung, die man anstatt von
y in Zeile 3. der obigen Herleitung hétte verwenden kénnen. Das ist auch der
Grund, warum das Verwenden von Individuenvariablen zu Zwecken wie dem in
der Herleitung oben Vorteile bietet: Man hat ndmlich jedenfalls per definitio-
nem in jeder priadikatenlogischen Sprache unendlich viele Individuenvariablen
zur Verfiigung.
Sehen wir uns noch ein weiteres einfaches Beispiel an:

Alle Gegensténde sind nicht abstrakt.

Daher sind nicht alle Gegenstdnde abstrakt.

Wiederum ist dieser Schluss logisch giiltig — wie man leicht mit Hilfe der pra-
dikatenlogischen Semantik aus dem letzten Kapitel nachweisen kann — und wir
wollen somit, dass auch auf syntaktischer Ebene gilt:

o Vr—A(x) F —VzA(x)

Und erneut stellt sich dies auf Basis der Regeln von oben (hier UB) als wahr
heraus:

1. Vz—A(z) (P1)

2. || ~—VzA(z) (IB-Annahme)
3. || VzA(z) 2. (DN2)

4. || Ay) 3. (UB)

5. || ~A(y) 1. (UB)
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6. || A(y) A —A(y) 4., 5. (KON)
7. VzA(z) 2.-6. (IB)

Abermals erweisen sich die beiden Anwendungen von UB als zulédssig, weil y
sowohl in A(x) als auch in ~A(x) frei fir = ist. In Zukunft werden wir dies bei
Anwendungen von UB oder EE nicht mehr extra anmerken, sondern einfach
bei der Angabe von Herleitungen, in denen eine dieser beiden Regel Verwen-
dung findet, voraussetzen. De facto muss beim Herleiten aber immer gepriift
werden, ob UB bzw. EE korrekt angewendet werden, und das beinhaltet, dass
die entsprechende ‘frei fiir’ Bedingung erfiillt ist — wire dem nicht so, wiirde
es sich nicht um eine Herleitung in unserem prédikatenlogischen System des
natiirlichen Schlielens handeln.

11.2 Die zusitzlichen Metaregeln der Priadikatenlo-
gik
Wir wollen nun ein Beispiel betrachten, in dem wir mit den zwei zusétzlichen

Regeln von oben nicht auskommen:

Es gibt keine Fische, die nicht schwimmen kénnen.

Daher kénnen alle Fische schwimmen.
Als Herleitbarkeitsbehauptung formuliert, sieht dies wie folgt aus:
o —dx(F(z) A=S(x)) FVa(F(z) = S(x))

Hier miissen wir fiir die Rekonstruktion dieses logisch giiltigen Schlusses mit-
tels einer Herleitung letztlich eine Formel mit einem Allquantor einfiihren,
wofiir unsere obige Beseitigungsregel fiir den Allquantor nicht ausreicht. Aus
diesem Grunde werden wir unser Regelsystem um eine (Meta-)Regel erweitern,
die der Einfiihrung von universell quantifizierten Formeln dient.
Mathematiker und Mathematikerinnen verwenden die ndmliche Schlussregel
stdndig, allerdings normalerweise ohne diese formal anzugeben. Die Regel ist
aber implizit oder informell am Werk, wenn in der Mathematik Beweise wie
folgt gefithrt werden: Nehmen wir an, es wurden bereits gewisse allgemeine
Préamissen vorausgesetzt, oder es wurden bereits gewisse allgemeine Theore-
me bewiesen. Nun soll ein Allsatz gezeigt werden; sagen wir der Allsatz: Alle
Objekte im Gegenstandsbereich haben die Eigenschaft P. Dazu wird ein “be-
liebiges” Objekt y aus dem Gegenstandsbereich ausgewéhlt: Sei y beliebig.
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Von diesem y wird sodann bewiesen, dass es die Eigenschaft P habe. (For-
mal: P(y).) Anschliefend wird der Beweis fertiggestellt mittels: y war jedoch
beliebig gewdhlt. D.h., es muss gelten, dass alles die Figenschaft P hat. (For-
mal: VxP(x).) Die “Beliebigkeit” des gewihlten Objektes y wird — syntaktisch
prézisiert — dem entsprechen, was wir unten die “Variablenbedingung” VB
nennen werden.

Nun aber zur formalen Festlegung unserer neuen Regel der Universellen
Einfiihrung:

(UE) Universelle Einfithrung, vorausgesetzt VB:

Ay, ..., Am F Bloy /v
Al,...,Am FVUQB

vy soll dabei wieder frei sein fiir v9 in der Formel B. (Dies soll den Problemen
von “Variablenclashes” vorbeugen, die bereits ausfiihrlich in Sektion 9.3 und
am Ende von Sektion 10.4 behandelt wurden.) Dariiber hinaus ist noch die
folgende Variablenbedingung zu beachten:

VB Die Individuenvariable v; darf unter dem Bruchstrich, alsoin Ay,..., A, b
Vv9 B nicht frei vorkommen.

Aq,..., A, sind dabei die relevanten Priamissen, auf denen der Schluss auf
Vo B letztlich basiert. Was dabei mit ‘relevant’ gemeint ist, wird weiter unten
erklart. (Die Variable v; werden wir ebenfalls manchmal als die ‘relevante
Variable’ des Schlusses bezeichnen.)

Die zugrundeliegende semantische Idee dieser Regel ist: Wenn v; nirgendwo
in

Al,...,Aml—V’UgB

frei vorkommt, und dennoch die Herleitbarkeitsbeziehung
Al, e ,Am F B[’Ul/vg]

besteht — wobei v; in B|v;/ve] natiirlich frei vorkommen kann — so muss
Blvi/va] gegeben Ay, ..., Ay, der Fall sein, ganz unabhingig davon, welches
Objekt im Gegenstandsbereich der Wert der Variable vy ist und auf welches Ob-
jekt Blvy /va] somit zutrifft. Anders ausgedriickt: Es muss dann auch Ve B lo-
gisch aus denjenigen Formeln A4, ..., A,, folgen, auf denen die Herleitung von
B beruhte, d.h., aus den Préamissen und den (wenn vorhanden) noch nicht ab-
geschlossenen Annahmen, aus denen B abgeleitet wurde. Die logische (Meta-)
Giiltigkeit dieser Regel lésst sich semantisch mit den formalen Mitteln aus
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dem letzten Kapitel nachweisen: Wenn man das Herleitbarkeitszeichen ‘+’ {iber
bzw. unter dem obigen Bruchstrich durch das Symbol ‘=’ fiir logische Folge-
rung ersetzt, folgt aus dem Bestehen der Folgerungsbeziehung iiber dem Bruch-
strich in der Tat das Bestehen der Folgerungsbeziehung unter dem Bruchstrich.

Oder noch einmal anders formuliert: Wenn man mit Aq,..., A;,, zeigen kann,
dass ein “beliebig gewihltes” Objekt vy (iiber welches Ay, ..., A, nichts Spe-
zielles aussagen) die Eigenschaft B[v;/vo] hat, dann ldsst sich mit Ay,..., A,

auch die universell quantifizierte Formel Vv, B zeigen (sofern auch diese nichts
Spezifisches mehr iiber v; aussagt). Mittels Herleitbarkeitsbeziehungen formu-
liert, ergibt dies aber genau die Regel UE mit der entsprechenden Variablen-
bedingung VB.

UE ist iibrigens genau in demselben Sinne eine Metaregel, wie beispielsweise
IB in der Aussagenlogik eine Metaregel war: Es handelt sich gewissermaflen um
einen Metaschluss, der von der Zuléssigkeit eines Schlusses auf die Zuléssigkeit
eines anderen Schlusses schliefit. Im Unterschied zu den aussagenlogischen Me-
taregeln benttigt UE jedoch keine spezifischen Annahmen: Wihrend beispiels-
weise die Anwendung der Regel (IB) des indirekten Beweises neben den “ge-
gebenen” Formeln A4, ..., A, die Zusatzannahme —B né6tig machte, ldsst sich
UE rein auf Basis der “gegebenen” Formeln Ay, ..., A, durchfithren: Sowohl
iiber dem obigen Bruchstrich, als auch unterhalb desselben finden sich diesel-
ben Formeln auf der linken Seite des Herleitbarkeitszeichens. Daher wird sich
UE beim Herleiten auch einfacher notieren lassen als die aussagenlogischen
Metaregeln, weil auf eine spezielle Zeile mit einer “UE-Annahme” verzichtet
werden kann.

Zum Beispiel kénnen wir nun mit Hilfe von UE endlich die Herleitung zu

o —Jdx(F(x)AN—-S(z)) Ve (F(x) = S(x))
durchfiihren:

1. =3z(F(z) A =S(x)) (P1)

2. || F(y) (KB-Annahme)
3.1l | =S(y) (IB-Annahme)

4| || F(y) A=S(y) 2., 3. (KON)

5.1 || 3z(F(z) A -S(z)) 4. (EE)

6. || || 3x(F(z) A -S(2)) A —Jo(F(z) A=S()) 5., 1. (KON)
7.1l S(y) 3-6. (IB)
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8. F(y) —» S(y) 2.-7. (KB)
9. Vz(F(xz) — S(z)) 8. (UE)

Fiir die Anwendung von UE auf Zeile 8. muss die Variablenbedingung erfiillt
sein. Hier heifit dies: B ist die Formel F(z) — S(z), vy ist die Variable v,
und vy ist die Variable x. Die Variable y darf also in keiner Prémisse oder
noch aktiven Annahme, auf der die Zeile 9. — und das heifit die Zeile 8. —
beruht, frei vorkommen, noch darf y in der Konklusion 9. der Anwendung von
UE frei vorkommen. Die einzige relevante Primisse oder Annahme in diesem
konkreten Fall ist die Pramisse in Zeile 1. selbst, in der y gar nicht vorkommt
und somit auch nicht frei vorkommt. In der Zeile 9. kommt y ebenfalls nicht
vor und somit auch nicht frei vor. Die Variablenbedingung ist hier also erfiillt —
andernfalls wiirde es sich nicht um eine priadikatenlogische Herleitung handeln.
Man beachte, dass y auch in keiner IB-Annahme, KB-Annahme oder FU-
Annahme frei vorkommen diirfte, die eventuell in der Zeile der Anwendung von
UE noch nicht abgeschlossen wére, und von der in der Herleitung von Vuy B
— und das heifit in der Herleitung von B[v; /va] — Gebrauch gemacht wurde.
In dem Falle der letzten Herleitung waren allerdings sowohl der konditionale
Beweis als auch der indirekte Beweis schon abgeschlossen, sodass die jeweiligen
KB- bzw. IB-Annahmen nicht dahingehend {iberpriift werden mussten.

Wenn wir in Zukunft davon sprechen, dass gem#fl der Variablenbedingung
fiir UE eine Individuenvariable vy in A1, ..., A, B Voo B nicht frei vorkommen
darf, so meinen wir damit immer: Ay, ..., A,, sind die relevanten Primissen
oder Annahmen, die in dem Schluss auf B[v;/ve] auch wirklich verwendet
wurden. Zusétzliche Pramissen, die bei der Herleitung von Blv; /vs] gar nicht
verwendet wurden, oder zuséitzliche noch offene Annahmen, die bei der Her-
leitung von B[v; /v2] gar nicht verwendet wurden, oder Annahmen, die bei der
Herleitung von Bluvy/v2] zwar Verwendung fanden, jedoch bereits geschlossen
wurden, oder auch Formeln in irgendwelchen Zwischenschritten der Herlei-
tung werden dabei nicht als zu den “relevanten” Formeln Ay, ..., A,, gehorig
gezahlt. Und in den tatséchlich relevanten Formeln A4, ..., A,, darf dann laut
VB die relevante Variable v; nicht frei vorkommen, genausowenig wie vy in
Vuo B frei vorkommen darf; andernfalls wiirde es sich nicht um eine korrek-
te Anwendung von UE handeln. Ganz analog werden wir spéter auch noch
die Variablenbedingung in einer weiteren pradikatenlogischen Herleitungsre-
gel verstehen.

Beim konkreten Herleiten mittels UE kann die relevante Variable v belie-
big gewahlt werden, solange nur letztlich die Anforderungen an eine korrekte
Anwendung von UE gewahrt sind. Insbesondere darf als v; eine Variable ge-
nutzt werden, die wberhaupt nicht in den bereits vorhanden und relevanten
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Pramissen oder Annahmen A, ..., A,;, vorkommt: Auf diese Weise ist dann
schon einmal ganz automatisch sichergestellt, dass v; auch nicht irgendwo frei
in Ay,..., A, vorkommen kann. Dies war in unseren obigen Beispielen der
Fall, in denen die relevante Variable y “neu” war, d.h., in keiner relevanten
Pramisse oder Annahme aufgetreten war. Allerdings bleibt auch dann noch
die Frage, ob v1 in Vuo B frei vorkommt, denn auch dann wére die Variablen-
bedingung verletzt. Z.B. konnte B die Formel P(z,y) sein, v; die Variable
z und ve die Variable y. Dann wére B[v;/ve] die Formel P(x,x), wihrend
VueB die Formel VyP(z,y) wére. Die relevante Variable vy, d.h., x, wiirde
dann frei in VueB, d.h., VyP(z,y) vorkommen. Dies wird jedoch durch die
Variablenbedingung VB ausgeschlossen.

Wir haben gesehen, dass, wenn wir ohne spezifische Bezugnahme (durch ei-
ne Individuenvariable) auf einen Gegenstand in den Prémissen zeigen konnen,
dass auf einen konkreten Gegenstand die (komplexe) Eigenschaft A zutrifft,
so diirfen wir mittels UE schlieen, dass diese Eigenschaft dann jedem Ge-
genstand zukommt. Betrachten wir dazu ein weiteres ganz einfaches Beispiel:
Angenommen, wir wollen

o VzP(x)F VaP(x)

spafieshalber ohne Zuhilfenahme unserer aussagenlogischen Regel TS herleiten.
Dann kénnen wir auch wie folgt vorgehen:

1. VzP(z) (P1)
2. P(y) 1. (UB)
3. VzP(xz) 2. (UE)

P(y) in Zeile 2. ist herleitbar unabhéngig davon, wofiir y stehen soll. In der
Syntax soll es ja auch gar nicht darum gehen, welches Zeichen wofiir steht. Weil
der Wert von y aber sozusagen beliebig ist, ldsst sich mittels UE auch VzP(z)
zeigen. Hier wére die Herleitung von 3. aus 1. aber selbstverstdndlich auch
anders moglich gewesen. Die Variablenbedingung ist in diesem Falle aber je-
denfalls erfiillt, da in der einzigen Annahme in dieser Herleitung — der Pramisse
P1 — die Variable y nicht vorkommt und daher auch nicht frei vorkommt, und
dasselbe gilt fiir das Resultat der Anwendung von UE, d.h. die Zeile 3.

Die Erfiillung der Variablenbedingung ist wesentlich, wenn wir keine seman-
tisch (wie auch intuitiv) ungiiltigen Herleitungen produzieren wollen. Ebenso
kann man zeigen, dass die implizite Forderung wichtig ist, dass in B[vi/vs]
auch wirklich alle freien Vorkommnisse von vg durch die Variable v; ersetzt
werden; aber so haben wir Substitution ja von vornherein verstanden.
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Betrachten wir fiir den Moment nur das folgende Beispiel, das allein die
Variablenbedingung motivieren soll. Dies ist beispielsweise selbstverstandlich
keine Herleitung in unseren pradikatenlogischen System des natiirlichen Schlie-
Bens:

1. P(z) (P1)

2. VyP(y) 1. (UE)

Die Zeile 1. ist der spezielle Fall einer Zeile, die sowohl eine Annahme — ndmlich
die Pramisse P1 — als auch eine, gegeben die Priamissen, sozusagen bereits als
“hergeleitet” zu zéhlende Formel darstellt. Fiir die Anwendung von UE miisste
die Variable v; hier die Variable z sein, die Variable v aber die Variable y. Die
Variable x (v1) darf aber dann nicht in Zeile 1. frei vorkommen, wenn es sich bei
der Anwendung von UE um eine zuldssige Anwendung unter Beriicksichtigung
der Variablenbedingung VB handeln soll. £ kommt aber sehr wohl in Zeile 1.
frei vor, weshalb es sich bei der obigen Folge von Formeln auch nicht um eine
Herleitung handelt. Und das ist auch gut so: Aus P(x) folgt ja schliefllich auch
nicht logisch (d.h. semantisch), dass VyP(y) der Fall ist.
Aus genau demselben Grund ist natiirlich auch dies keine Herleitung:

1. P(z) (P1)

2. P(z) 1.(TS)
3. VyP(y) 2. (UE)

Genausowenig handelt es sich hierbei um eine Herleitung, denn wiederum
wird die Variablenbedingung fiir UE verletzt:

1. ~Vz—-P(z) (P1)
2. || ~P(y) (IB-Annahme)

3. ~P(y) 2. (TS)

4. | Ya-P(z) 3. (UE)

5. || Va=P(z) A -Vz-P(z) 4., 1. (KON)
6. P(y) 2.-5. (IB)

7.VxP(xz) 6. (UE)
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Das Problem betrifft die Anwendung der Universellen Einfithrung in Zeile 4:
Die relevante Variable y kommt frei in der offenen IB-Annahme in Zeile 2
vor, auf der die Anwendung von UE in Zeile 4 fulen soll. Das heifit aber,
der Variablenbedingung fiir diese Anwendung von UE wurde nicht geniige ge-
tan — die obige Abfolge von Formeln stellt keine Herleitung gemé&f unserer
Herleitungsordnung dar. Und das ist auch gut so, denn andernfalls kénnte
man unplausiblerweise aus =Vx—P(z) (was zu JxP(x) logisch dquivalent ist)
auf VzP(x) schlieflen, wie oben dargestellt. (Die zweite Anwendung von UE
in Zeile 7 wire korrekt und unproblematisch gewesen, wenn man zuvor kor-
rekt und unter Eliminierung aller noch offenen Annahmen auf Zeile 6 hétte
schliefen kénnen.) Man mochte doch bestimmt nicht aus ‘Nicht alles ist ein
Nicht-Elephant’ auf ‘Alles ist ein Elephant’ schlieflen kénnen!

Wir werden spéter noch ein interessanteres Beispiel behandeln, welches
ebenfalls die obige Variablenbedingung rechtfertigt.

Sehen wir uns aber zunéchst noch einige korrekte Anwendungsbeispiele zu
den bisherigen Quantorenregeln an:

Alles ist abstrakt oder konkret.

Es gibt aber nichts Abstraktes.

Also gibt es etwas Konkretes.
o Vi(A(z) V K (2)), -3 A(z) F 3K (z)
1. Va(A(z) v K(z)) (P1)
2. ~JzA(z) (P2)
3. A(y)VK(y) 1. (UB)
4. | =—A(y) (IB-Annahme)
5. || A(y) 4. (DN2)
6. || 3xA(z) 5. (EE)
7. || 3wA(z) A ~JzA(z) 6., 2. (KON)
8. —A(y) 4.-7. (IB)
9. K(y) 3., 8. (DS1)
10. 32K (z) 9. (EE)
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Das ist ein weiteres typisches Beispiel fiir eine pridikatenlogische Herleitung:
Aus generellen Sdtzen werden zunéchst Formeln ohne Quantoren abgeleitet
— mittels der Beseitigungsregeln — dann wird mit diesen aussagenlogisch ge-
schlossen, um schliellich mit Hilfe von Einfiihrungsregeln wieder bei generellen
Sétzen zu enden.

Ahnlich hier, wobei sich die Konklusion aber von der vorigen Konklusion
unterscheidet:

Alles ist abstrakt oder konkret.

Es gibt aber nichts Abstraktes.

Also ist alles konkret.
o Vz(A(z)V K(2)), -3 A(z) - V2K (z)
1. Va(A(z) V K(z)) (P1)
2. ~JzA(z) (P2)
3. A(y)VK(y) 1. (UB)
4. | =—A(y) (IB-Annahme)
5. || A(y) 4. (DN2)
6. || 3xA(z) 5. (EE)
7. || 3wA(z) A ~JzA(z) 6., 2. (KON)
8. ~A(y) 4.-7. (IB)
9. K(y) 3., 8. (DS1)
10. VoK (2) 9. (UE)

Die Variablenbedingung fiir die Anwendung von UE in Zeile 10. ist dabei
erfiillt: Die Variable y kommt weder in den Annahmen P1 und P2, noch in
der Konklusion von UE in Zeile 10. selbst vor, daher kommt y dort auch nicht
frei vor.

Weiters:

Alle Philosophiestudentinnen sind fleiffig.
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Wenn also alles eine Philosophiestudentin ist, dann ist auch alles fleiflig.
o Vo (P(x) — F(x)) - VaP(x) — Ve F(z)

1. Va(P(z) — F(z)) (P1)

2. || VeP(z) (KB-Annahme)
3.1 P(y) = F(y) 1. (UB)

4. || P(y) 2. (UB)

5. || F(y) 4., 3. (MP)

6. || VaF(z) 5. (UE)

7.VaP(z) — VzF(z) 2-6. (KB)

Erneut ist die Variablenbedingung fiir die Anwendung von UE in Zeile 6.
erfiillt: Die Variable y kommt weder in der Annahme P1, noch in der noch
offenen KB-Annahme in Zeile 2., noch in der Konklusion von UE in Zeile 6.
vor und somit auch nicht frei vor.

Wir sind aber noch nicht ganz “fertig” mit unserer priadikatenlogischen Her-
leitungsordnung. Nehmen wir an, wir haben das folgende semantisch wie auch
intuitiv giiltige Argument gegeben:

Manche Auflerirdische stammen vom Vulkan.

Also gibt es Auflerirdische.

In logische Form gebracht und als deduktiver Schluss formuliert, wobei a hier
eine Individuenkonstante fiir ‘Vulkan’ ist:

o Jz(A(z) A S(x,a)) F xA(x)

Mathematiker und Mathematikerinnen verwenden die darin implizit enthalte-
ne Schlussregel stdndig. Informell lésst sich diese in etwa wie folgt erkléren:

1. Gemé$ der Priamisse gibt es Auflerirdische, die vom Vulkan stammen.
Formal: 3z(A(x) A S(z,a)).
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2. Sei y nun ein beliebiger dieser Auflerirdischen, die vom Vulkan stam-
men. (Man kann einen solchen “wihlen”, denn es gibt diese ja nach der
letzten Zeile.) Formal: A(y) A S(y,a).

(Dies ist der Schritt, den Mathematiker und Mathematikerinnen im Rah-
men ihres Studiums ganz automatisch erlernen: Fs ¢ibt etwas, das . .. ist.
Sei y nun eines der Dinge, die ... sind. etc.)

3. Dieser y ist also ein Auflerirdischer. (Da er ja nach vorher ein Aufler-
irdischer ist, der vom Vulkan stammt.) Formal: A(y).

4. Es gibt folglich Auflerirdische. (y ist ein Beispiel, geméfl der vorherigen
Zeile.) Formal: 3z A(z).

5. Die letzte Folgerung ist ganz unabhingig davon, welchen der Aufler-
irdischen, die vom Vulkan stammen, man vorher ausgewéhlt hatte. Nur
die Existenz von Auflerirdischen, die vom Vulkan stammen, wurde in der
“Herleitung” der Existenz von Auflerirdischen vorausgesetzt. Es folgt da-
her in der Tat aus der Pramisse: Es gibt Auflerirdische.

Formal: JzA(x).

Um dies zu formalisieren, haben wir die letzte préadikatenlogische Regel zu
verwenden, die uns noch zu unserem System des natiirlichen Schlieflens fiir die
Pradikatenlogik fehlt: Die Regel der Fxistentiellen Beseitigung.

(EB) Existentielle Beseitigung, vorausgesetzt VB’:

A[Ul/’Ug],Al,...,Am FB
HUQA,Al,...,Am FB

v1 soll dabei frei sein fiir v in der Formel A. Es ist auch wieder eine Varia-
blenbedingung zu beachten:

VB’ Die Individuenvariable v; darf unter dem Bruchstrich, also in
Jus A, Ay, ..., Ay F B nicht frei vorkommen.

Die Formeln JusA, A1, ..., A,, sind dabei wieder die “relevanten” Primissen
oder Annahmen, auf denen der Schluss auf B beruht — relevant in demselben
Sinne, wie bereits fiir die Regel UE erklart. Die neue Variablenbedingung VB’
formalisiert die “Unabhéngigkeit” der Konklusion B von der “Wahl” von vy
als eines der A-“Dinge”, deren Existenz durch Jvs A ausgedriickt wird.

Die semantische Idee hinter dieser Regel ist dhnlich derjenigen fiir die Uni-
verselle Einfithrung: Wenn v; in

HUQA,Al,...,Am FB
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nicht frei vorkommt und dennoch
Alvy /va], A1,y .. ., A B B

der Fall ist — wobei in A[v; /vs] die Variable vy selbstverstédndlich frei vorkom-
men kann — dann muss B aus A[vy /vs], A1, ..., Ay, logisch folgen, unabhdingig
davon, welches Objekt der Wert der Variable vy ist. Das heif3t: Allein die Exis-
tenz eines Objektes, fiir das A der Fall ist, reicht zusammen mit Ay,..., A,
hin, um die Wahrheit von B zu gewéhrleisten. Dies ist aber genau, was die Re-
gel EB ausdriickt. Und es lésst sich entsprechend mit den Mitteln des letzten
Kapitels nachweisen, dass EB semantisch einwandfrei bzw. korrekt ist: Gege-
ben VB’, wenn B logisch aus A[vy /va], Ay, ..., Ay, folgt, so folgt B auch schon
aus HUQA,Al, ey Am

EB ist offensichtlich wieder eine Metaregel. In diesem Fall macht die Anwen-
dung von EB aber auch das Aufstellen einer Zusatzannahme notig, ndmlich
der von Afv;/vse]. Die Situation im Rahmen einer Herleitung ist dann die:
Man hat die Formeln Jduvs A, Ay, ..., A, angenommen oder bereits hergeleitet.
Das Vorhandensein der Formel Juo A erlaubt es einem dann, die EB-Annahme
Alvy /vg] aufzustellen und auf diese Weise eine Anwendung der Existentiellen
Beseitigung zu eroffnen. Daraus erkléart sich auch der Name ‘Existentielle Be-
seitigung’: Innerhalb einer Herleitung geht man ndmlich von der Formel Jvy A
mit anfinglichem Existenzquantor zu der einfacheren Formel Afvq/vs] iiber,
die iiber ein Existenzquantorvorkommnis weniger verfiigt. A ist dabei nicht
beliebig, sondern muss so beschaffen sein, dass nach Einsetzen einer Varia-
ble v; fiir die freien Vorkommnisse von vy in A — wobei v; frei sein muss fiir
vy in A — gerade die EB-Annahme entsteht (also die Formel Afv;/v2]), und
zugleich nach Voranstellen des Quantorausdrucks Jvg vor A gerade die existen-
tiell quantifizierte Formel Jus A ensteht, die bereits vorhanden ist. Man kann
sich dies auch so vorstellen: Gegeben Jvo A, “nennt” man eines der Dinge, fiir
die A gilt, v1; dass es iiberhaupt etwas gibt, das man so benennen kann, ergibt
sich durch das Vorhandensein von Juvg A. Nach etwaigen weiteren Herleitungen
wird diese Anwendung von EB dann durch das Herleiten einer Formel B be-
endet, die so beschaffen sein muss, dass weder in B, noch in einer der Formeln
Jue A, Ay, ..., Ay, auf der die Herleitung von B beruht, die Variable vy frei
vorkommt (das ist die Variablenbedingung VB’ von oben). Es war also fiir die
Herleitung von B ganz egal, welches Objekt unter denen, die A erfiillten, man
mit v; “benannt” hat — es ging einzig und allein um die Existenz eines solchen
Objektes. Entsprechend ist B mittels EB aus der existentiell quantifizierten
Formel Jvy A unter Zuhilfenahmme der iibrigen Annahmen herleitbar.

Die entsprechende Herleitung fiir das obige Beispiel sieht dann so aus:

1. Jz(A(x) A S(z,a)) (P1)
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2. 1| A(y) A S(y,a) (EB-Annahme)
3.1l A(y) 2. (SIMP1)

4. 3wA(z) 3. (EE)

5. 3zA(z) 2-4. (EB)

Die EB-Annahme A(y) A S(y,a) ist hier in der Tat so, dass sie aus der For-
mel A(x) A S(z,a), die sich nach 3z in Zeile 1. findet, durch Einsetzen von
y (v1) fiir die Variable = (v2) entsteht. Nachdem Zeile 4. 3xA(z) dann aus
der Pramisse (P1) und der EB-Annahme abgeleitet wurde und diese Anwen-
dung der Existentiellen Beseitigung im Folgenden abgeschlossen werden soll,
iiberpriift man, ob die Variablenbedingung VB’ erfiillt ist: Hier ist dies offen-
sichtlich der Fall, da y (v1) weder in der Annahme P1, noch in dem Ende
der EB-Anwendung, also in Zeile 4., vorkommt und somit dort natiirlich auch
nicht frei vorkommt. Das Endergebnis dieser Anwendung von EB wird dann
in Zeile 5. zusammengefasst: Auf Basis des EB-Teiles in Zeile 2.—4. wurde auf
die Formel JxA(z) geschlossen. Durch die Variablenbedingung ist sicherge-
stellt, dass dieser Schluss nur von der Existenz des Objektes y abhéngig war,
von dem in der EB-Annahme 2. die Rede war, nicht aber davon — semantisch
ausgedriickt — welches Objekt im Gegenstandbereich der Wert der Variable y
war.

Man beachte, wie diese formale Herleitung die informelle “Herleitung” von
oben nachbildet. Die obige Variablenbedingung VB’ prizisiert dabei syntak-
tisch die “Beliebigkeit” der Wahl des Auferirdischen g, der vom Vulkan stammt.
Logisch gesehen, ist der Punkt der EB-Annahme in Zeile 2 dieser: Indem
man den Existenzquantor durch “Wahl” eines “konkreten” Objektes y weg-
bekommt, gewinnt man Zugriff auf die in der Existenzformel enthaltene Kon-
junktionsformel, von der man dann mittels einer rein aussagenlogischen Regel
SIMP1 auf Zeile 3 schlieflen kann.

Noch eine letzte Bemerkung zur Wahl der relevanten Variable v;: Nehmen
wir an, man ist gerade dabei, auf Basis einer Formel JvsA zu einer EB-
Annahme A[v;/vg] iiberzugehen, um damit eine Instanz der Existentiellen
Beseitigung zu beginnen. Woraus erklédrt sich dann die konkrete Wahl von
v1?7 (v1 kann ja die Variable x sein oder mit der Variable y iibereinstimmen
oder mit der Variable z oder...) Z.B.: Wie “ergibt” sich y aus der Formel
Jx(A(z)AS(x,a)) in der vorigen Herleitung? Antwort: Die Wahl der némlichen
Variable ist vdéllig irrelevant, solange letztlich die Variablenbedingung erfiillt
sein wird (ohne die ja die Anwendung der Existentiellen Beseitigung nicht fer-
tiggestellt werden kann). Insbesondere ldsst sich als v; — #hnlich wie bei der
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Universellen Einfithrung — irgendeine Variable wihlen, die in keiner relevanten

Pramisse oder Annahme der namlichen Herleitung enthalten ist. Kurz: Eine

“neue” Variable. (So wie in der letzten Herleitung oben die Variable y “neu”

war.) Man muss dann freilich auch noch sicherstellen, dass die “neue” Variable

v1 letztlich auch in der herzuleitenden Formel B nicht frei vorkommt.
Betrachten wir noch einige weitere Anwendungsbeispiele:

Es gibt Zahlen.

Alle Zahlen sind abstrakte Gegensténde.

Also gibt es abstrakte Gegensténde.
o JxZ(x),Ve(Z(x) —» A(z)) F JzA(x)
1. 3xZ(z) (P1)

2.Ve(Z(x) = A(z)) (P2)

3. || Z(y) (EB-Annahme)
4| Z(y) = Aly) 2. (UB)
5.1 A(y) 3., 4. (MP)

6. || 3xA(x) 5. (EE)
7. dzA(x) 3.-6. (EB)

Bei dieser Herleitung wird also zuerst die EB-Annahme getroffen, mittels derer
die “neue” Variable y eingefiihrt wird. Erst anschliefend wird die Regel der
Universellen Beseitigung UB unter Verwendung eben dieser Variable y ange-
wendet. (Dies muss allerdings nicht unbedingt so gehandhabt werden, solange
nur letztlich bei der Anwendung von EB die Variablenbedingung gewé#hrleistet
ist.)

Es gibt Salzburger.

Also gibt es Salzburger, die Salzburger sind.
o JzS(z)t Jx(S(x) A S(x))
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1. 3eS(x) (P1)

2. S(y) (EB-Annahme)
3.1l S(y) AS(y) 2., 2. (KON)
4. || 3x(S(z) A S(z)) 3. (EE)

5. Jz(S(x) A S(z)) 2.-4. (EB)

Alles ist abstrakt.

Also ist es nicht der Fall, dass es etwas nicht Abstraktes gibt.
o Vo A(z)F —Jz-A(x)

1. VzA(x) (P1)

2. || =—3z—A(z) (IB-Annahme)

3. || 3xz—A(x) 2. (DN2)

4. || || A(y) (EB-Annahme)

5 'l A(y) 1. (UB)
6. || | A(z) A —A(2) 5., 4. (ECQ)
7. || A(2) A=A(z) 4.-6. (EB)

8. —-Jz—A(x) 2.-7. (IB)

Auf Basis des Vorhandenseins der Existenzformel in 3. darf hier die EB-
Annahme in 4. eingefithrt werden. Um den EB-Teil zu beenden, muss eine
Formel hergeleitet werden, in der die Variable y nicht frei vorkommt: Es wire
daher nicht moglich gewesen, die Zeilen 5. und 4. durch (KON) mit Konjunkti-
on zusammenzufiigen und das Resultat als Ende des EB-Teiles zu verwenden,
weil in der Formel A(y) A ~A(y) ja die Variable y frei auftritt. Stattdessen
wendet man einfach die aussagenlogische Regel des “Ex Contradictione Quod-
libet” (aus einem Widerspruch folgt Beliebiges) auf 5. und 4. an, leitet damit
beispielsweise die Formel A(z) A =A(z) ab — jede andere Formel der Form
C A =C, in der y nicht frei vorkommt, wire genausogut geeignet gewesen —
und beendet den EB-Teil dann mit dieser Formel. In 7. wird dieses Ergebnis
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nochmals zusammengefasst, und weil 7. eben von der Form C' A =C ist, l&sst
sich damit auch der indirekte Beweis beenden, der in Zeile 2. begonnen worden
war.

Jeder Mensch ist sterblich.
Alles ist materiell.

Es gibt Menschen.

Daher gibt es etwas, das sterblich und materiell ist.

o Vo (M(x) — S(x)),VeM'(x),3xM (z) b Fz(S(x) A M'(x))
1. Ve(M(xz) — S(z)) (P1)
2. VaM'(xz) (P2)

3. eM(z) (P3)

4. || M(y) (EB-Annahme)
5. M(y) — S(y) 1. (UB)

6. || S(y) 4., 5. (MP)

7. M'(y) 2. (UB)

8. || S(y) A M'(y) 6., 7. (KON)

9. | 3x(S(z) A M'(z)) 8. (EE)
10. 3z(S(x) A M'(x)) 4.-9. (EB)

Zum Abschluss wollen wir noch zwei Beispiele fiir Pseudoherleitungen be-
trachten, in denen zu Unrecht eine der Variablenbedingungen ignoriert wurde:

1. Vz3yR(z,y) (P1)
2. JyR(z,y) 1. (UB)
3. || R(xz,z) (EB-Annahme)

4. || VeR(z,2z) 3. (UE)
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5. || yVxR(z,y) 4. (EE)
6. JyVzR(x,y) 3.-5. (EB)

Wir wissen bereits, dass aus Va3yR(x,y) nicht logisch folgt, dass yVxR(x,y)
der Fall ist. Wenn unsere Herleitungsregeln alle korrekt sind und auch korrekt
angewandt werden, dann darf daher aus Vx3yR(z,y) die Formel JyvaR(z,y)
auch nicht herleitbar sein. In der Tat ist etwas in der obigen versuchten Her-
leitung “schiefgegangen”: Der Ubergang von 1. auf 2. ist noch korrekt — die
Variable x wird dabei in einer Anwendung von UB fiir sich selbst eingesetzt,
was unproblematisch ist. Auch die EB-Annahme in 3. darf noch so getroffen
werden. Aber dann Zeile 4.: Hier soll UE auf Zeile 3. angewandt werden. Die
Formel VzR(x, z) soll dabei die Formel Vve B in UE sein, wobei vo die Varia-
ble z ist, v; ebenfalls die Variable x ist, B die Formel R(z, z) sein soll, und
Blv; /vs] ebenso die Formel R(zx, z) sein soll. Die Variablenbedingung VB fiir
UE lautete jedoch: Die Individuenvariable vy darf unter dem Bruchstrich, al-
so in Aq,..., Ay F Ve B nicht mehr frei vorkommen, wobei Ay,..., A,, die
relevanten Annahmen sind, auf denen die Herleitung von VuveB beruht. In
unserem Fall: Die Variable z darf in den relevanten Annahmen, die fiir das
Vorhandensein der Formel VzR(x,z) in der Herleitung gesorgt haben, nicht
mehr frei vorkommen. Hier ist jedoch eine dieser relevanten Annahmen die
EB-Annahme R(z,z) in Zeile 3.: R(z, z) enthélt aber die Variable z frei, so-
dass VB verletzt wurde. Aus diesem Grunde handelt es sich bei obiger Folge
von Formeln auch nicht um eine Herleitung in unserem System des natiirlichen
Schliefens.
Analog ist dies keine korrekte Anwendung von EB:

1. 3uP(z) (P1)
2. || P(y) (EB-Annahme)
3.|| Py) 2. (TS)
4. P(y) 2-3. (EB)

Die EB-Annahme in Zeile 2 ist harmlos, ebenso die Anwendung der trivialen
Schlussform TS. Der EB-Teil kann jedoch nicht mit P(y) in Zeile 3. abge-
schlossen werden, weil die Variablenbedingung VB’ fiir EB u.a. besagt, dass
die Individuenvariable v; (hier y) in der Konklusion B (hier P(y)) nicht frei
vorkommen darf. In der Pseudoherleitung oben ist also VB’ verletzt worden,
weshalb es sich dabei ebensowenig um eine Herleitung handelt.

Mit unseren vier neuen Regeln — Einfiihrungs- und Beseitigungsregeln so-
wohl fiir V als auch fiir 3 — ist unser Regelsystem fiir die Pradikatenlogik
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komplett. Auf Basis dieses erweiterten Regelsystems lassen sich nun alle syn-
taktischen Begriffe, die das Herleiten betreffen, genauso definieren, wie dies
schon am Ende von Sektion 6.2 auf Basis der blof aussagenlogischen Herlei-
tungregeln geschehen ist: Der Begriff der (pridikatenlogischen) Herleitung, die
(pradikatenlogische) Herleitbarkeit von Formeln aus Formeln, die (pradikaten-
logische) Beweisbarkeit von Formeln (pramissenfreie Herleitbarkeit), sowie die
(pradikatenlogische) deduktive Gliltigkeit von Argumentformen. Wir verzich-
ten hier auf eine Wiederholung dieser Definitionen und setzen einfach voraus,
dass diese eins zu eins iibertragen wurden.

Genauso lassen sich wiederum abgeleitete Schlussregeln finden und auch als
solche nachweisen: Regeln, die selbst nicht vorgegeben sind, und die auch
nicht vorgegeben werden miissen, da sie selbst aus den tatséichlich vorgebe-
nen pradikatenlogischen Herleitungsregeln abgeleitet werden kénnen.

Zum Beispiel lassen sich die folgenden Regeln ableiten, die die Interaktion
von Negation und Quantoren betreffen, und die u.a. zeigen, dass Allquantor
und Existenzquantor wechselseitig (unter Zuhilfenahme der Negation) definiert
werden konnten (und zwar Vv A als =-3v-A bzw. JvA als -Vo—-A):

NEGQUAN1) —~JvA F Vo-A

NEGQUAN2) Vv—A - -3vA

NEGQUAN3) —VvA + Jv-A
)

NEGQUAN4) Jv—A F —vvA

Um NEGQUANTI nachzuweisen, nimmt man indirekt =—A[v; /v] (mit geeigne-
ten Variablen) an und fithrt diese IB-Annahme unter Zuhilfenahme von DN2,
EE und der Pramisse =3v A auf einen Widerspruch; daraus ldsst sich dann auf
—A[v; /v] und mittels UE auf Vv—A schliefen.

NEGQUAN?2 folgt #hnlich mittels indirekter Annahme von ——3JvA, DN2,
einer Anwendung von EB, sowie einer Anwendung von UB auf die Pramisse
Yo-A.

NEGQUANS lisst sich analog zu NEGQUANT1 ableiten: Man nimmt indi-
rekt =3dv—A an, schliefit analog zu NEGQUANT auf Vv A, was zusammen mit
der Pramisse =VvA zu einem Widerspruch fiihrt.

Die Ableitung von NEGQUAN4 schliellich erfolgt analog zu NEGQUAN?2:
Die indirekte Annahme von ——Vv A fithrt mit DN2 zu Vv A, woraus analog zu
NEGQUAN2 —3v—A folgt, was zusammen mit der Priamisse Jv—A wiederum
zu einem Widerspruch gereicht.

(Das “Auf-einen-Widerspruch-Fiithren” wird dabei normalerweise eine An-
wendung von KON oder ECQ involvieren, wie schon an fritheren Herleitungs-
beispielen in diesem Kapitel gezeigt.)

(
(
(
(
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11.3 Zusammenfassung der Regeln unseres pradi-
katenlogischen Systems des natiirlichen Schlie-
3ens

Wir kénnen nun unser deduktives System fiir die Préadikatenlogik nochmals
zusammenfassend angeben. Folgende Grundschlussregeln stehen uns zur Ver-
fligung;:
(MP) A, A — BF B (Modus Ponens)
(MT) A — B,-BF —A (Modus Tollens)
(DS1) AV B,=A+ B (Disjunktiver Syllogismus 1)
(DS2) AV B,-BF A (Disjunktiver Syllogismus 2)
(SIMP1) AA BF A (Simplifikation 1)
(SIMP2) A A Bt B (Simplifikation 2)
(ADD1) A+ AV B (Addition 1)
(ADD2) B+ AV B (Addition 2)
(KON) A, B+ A A B (Konjunktion)
(DN1) AF ——=A (Doppelte Negation 1)
(DN2) ——=A+ A (Doppelte Negation 2)
(DIS) A— C,B— CF AV B — C (Disjunktion)
(TS) AF A (Triviale Schlussform)
(ECQ) A,-AtF B (Ex Contradictione Quodlibet)
(AQ-EIN) A — B,B — A+ A + B (Einfithrung der Aquivalenz)
(AQ-ELIM1) A <+ B+ A — B (Elimination der Aquivalenz 1)
)

(AQ-ELIM2) A ++ B+ B — A (Elimination der Aquivalenz 2)
(UB) (¢ frei fiir v in A!) VoA F A[t/v] (Universelle Beseitigung)

(EE) (t frei fiir v in A!) Aft/v] - JvA (Existentielle Einfiihrung)
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Folgende Metaregeln stehen zur Verfiigung:

(IB) Wenn —B, A;,..., A, F C A —=C eine Schlussregel ist, dann ist auch
Aq,..., A, F B eine Schlussregel; kurz:

~B,A1,..., Ay CA=C
Al,.... A FB

(KB) Wenn Aj,...,A,, B C eine Schlussregel ist, so ist auch Ay,..., A, F
B — (' eine Schlussregel; kurz:

Ay,.... A, BFC
Ay,..., A, F B—=>C

(FU) Wenn A, By,...,B, F C und —A, By,...,B, = C Schlussregeln sind,
dann ist auch By,..., B, F C eine Schlussregel; kurz:
ABy,....,B,-C -A,By,....,.B, - C
By,...,B,FC

(UE) (Beachte VB! Und v; frei fiir v in B!)
Wenn Ay, ..., A, F Blvi /va] eine Schlussregel ist, dann ist auch Ay, ..., Ay, F
Yva B eine Schlussregel; kurz:

Al,... ,Am [ B[Ul/’l)g]
Ay, ..., Ay F V0B

(EB) (Beachte VB’! Und v; frei fir vp in A!)
Wenn Alvi/va], A1,..., A F B eine Schlussregel ist, dann ist auch
Jue A, Ay, ..., Ay B B eine Schlussregel; kurz:

A[Ul/vg],Al,...,Am B
HUQA,Al,...,Am FB

11.4 Zuséatzliche Faustregeln fiir das pridikatenlo-
gische Herleiten

Wir wollen schliefilich noch einige zusétzliche — allein die Prédikatenlogik be-
treffende — Faustregeln fiir die deduktive Methode angeben:

Ist eine Prdmissenformel eine Existenzformel JvsA, so versuche man eine
Existentielle Beseitigung, und zwar derart, dass eine Annahme der Form
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Alvy /va] getroffen wird, sodass beim folgenden Herleiten einer Konklusion die
Variablenbedingung VB’ erfiillt ist: Weder in einer der verwendeten Pramissen,
noch in der Konklusion der EB, noch in der verwendeten Annahme einer sons-
tigen offenen Unterherleitung darf die Individuenvariable vy frei vorkommen.

Ist eine Prdmissenformel eine Allformel YvA, so versuche man eine Univer-
selle Beseitigung, und zwar derart, dass man eine Formel A[t/v] als Kon-
klusion erhélt, wobei ¢ ein singulédrer Term ist, der entsprechend der herzulei-
tenden Formel zu wéhlen ist.

Ist die Konklusionsformel eine FEzistenzformel JvA, so versuche man eine
Existentielle Einfiihrung, und zwar derart, dass man die Existenzformel
aus einer Formel B (in der ein singuldrer Term ¢ vorkommt) dadurch erhlt,

dass B = A[t/v].

Ist die Konklusionsformel eine Allformel YvsB, so versuche man eine Uni-
verselle Einfiihrung, und zwar derart, dass man eine Konklusion der Form
Blvy /vg] herleitet, wobei die Variablenbedingung VB erfiillt sein muss: Weder
in einer der verwendeten Pramissen, noch in der Konklusion der UE, noch in
der verwendeten Annahme einer offenen Unterherleitung darf die Individuen-
variable v; frei vorkommen.

11.5 Korrektheit und Vollstindigkeit von F fiir die
Priadikatenlogik

Wie schon in der Aussagenlogik ergibt sich die folgende Korrespondenz zwi-
schen syntaktischen Begriffen und semantischen Begriffen der Pradikatenlogik:

e Herleitbarkeit entspricht der logischen Folge,
e Beweisbarkeit entspricht der logischen Wahrheit,
e deduktive Giiltigkeit entspricht der logischen Giiltigkeit.

Und erneut lédsst sich auf Basis unserer exakten quasi-mathematischen Be-
griffsbildung beweisen, dass diese Begriffe jeweils zueinander in den folgenden
extensionalen Zusammenhéngen stehen (wobei wir wieder kurz ‘&= A’ fiir ‘A
ist logisch wahr’ schreiben, und wobei F die Menge der Formeln einer vorge-
gebenen pradikatenlogischen Sprache ist):

e Korrektheit von - bzgl. |=:
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— Fiir alle Ay,...,A,, B € F:
Wenn Aj,..., A, F B, dann A4,,..., A, = B.

— Fir alle A € F: Wenn - A, dann = A.

— Fiir alle Ay,...,A,,B € F: Wenn Ay,..., A, ... B deduktiv giiltig
ist, dann ist Ay,..., A, .". B logisch giiltig.

Sowie:
e Vollstandigkeit von F bzgl. :

— Fiir alle Ay,...,A,, B € F:
Wenn Aj,..., A, E B, dann 4,,..., A, + B.

— Fir alle A € 7: Wenn = A, dann - A.

— Fiir alle Ay,...,A,, B € F: Wenn Ay,..., A, . B logisch giiltig
ist, dann ist Ay,..., A, ... B deduktiv giiltig.

Genau wie schon in der Aussagenlogik gilt: Wiahrend die Korrektheit sicher-
stellt, dass “nicht zu viel” in unserem System des natiirlichen Schlieflens fiir
die Préadikatenlogik hergeleitet werden kann, sorgt die Vollstédndigkeit dieser
Herleitungsordnung dafiir, dass “nicht zu wenig” hergeleitet werden kann. Kor-
rektheit und Vollstéandigkeit zusammengenommen ergeben dann wiederum die
extensionale Ubereinstimmung der zueinander korrespondierenden syntakti-
schen bzw. semantischen Begriffe:

e Korrektheit und Vollstandigkeit von F bzgl. |=:

— Fiir alle Ay,...,A,,Be F: Ay,..., Ay, b Begdw A;,..., A, = B.
— Firalle A e F: - A gdw = A.

— Fiiralle Ay,...,A,,B € F: A,..., A, . B ist deduktiv giiltig gdw
Ay, ..., A, . B logisch giiltig ist.

Der Beweis dafiir — der auf Kurt Godels [4] Dissertation zum Vollsténdigkeits-
satz fiir die Préadikatenlogik zuriickgeht — ist um einiges schwieriger als der fiir
das entsprechende Ergebnis fiir die Aussagenlogik, er verwendet jedoch immer
noch nur ganz iibliche mathematische Hilfsmittel. Wir verzichten wiederum
darauf, diesen Beweis anzugeben. (Godels Beweis des Vollstéandigkeitssatz fiir
die Priadikatenlogik ist tibrigens von seinen spéteren Unvollstindigkeitsséitzen
zu Systemen der Arithmetik zu unterscheiden.)

Wenn also B aus A, ..., A, logisch (d.h. semantisch) folgt, dann ist B auch
aus Ay, ..., A, herleitbar, und zwar auf Basis der von uns eingefiihrten Regeln.
Genau das bedeutet es zu sagen, dass unsere Herleitungsordnung vollstindig
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in Hinblick auf unsere Semantik ist. Dies impliziert jedoch nicht, dass man
ein Computerprogramm schreiben koénnte, das bei der Eingabe von B sowie
Ay, ..., A, Folgendes tun wiirden: “Ja” auszugeben, wenn B aus Aj,..., A,
logisch folgt, und “Nein” auszugeben, wenn B nicht aus Aq,..., A, logisch
folgt. Ein solches Computerprogramm bzw. ein solcher Algorithmus wére ein
sogenanntes Entscheidungsverfahren fiir die Pradikatenlogik. Es lésst sich je-
doch beweisen, dass ein solches Entscheidungsverfahren fiir die Pradikatenlogik
nicht existiert (wie von Alonzo Church und Alan Turing bewiesen wurde).
Durch systematische Anwendung der Regeln unseren Systems des natiirlichen
Schlieflens lassen sich zwar alle pridikatenlogischen Argumentformen
Ay, ..., Ay . B aufzihlen, fir die B aus A4, ..., A, logisch folgt, es ldsst sich
aber nicht in endlicher Zeit entscheiden, ob B aus Aj,..., A, logisch folgt.
(Denn wenn dies nicht der Fall ist, wird zwar bei der systematischen Anwen-
dung unserer Regeln Ai,..., A, .. B nie aufgezéhlt werden, es wiirde aber
“unendlich lange” dauern, bis man dieses Umstands gewahr wiirde. :- ) Dies
stellt einen weiteren Unterschied zur Aussagenlogik dar, in der man jederzeit
mittels eines einfachen Verfahrens entscheiden kann, ob eine aussagenlogische
Formel B aus aussagenlogischen Formeln Aq, ..., A, logisch folgt oder nicht:
Die Wahrheitstafelmethode war gerade so ein Verfahren. Zu dieser existiert je-
doch, beweisbarerweise, kein Gegenstiick in der komplexeren Prédikatenlogik.
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11.6 Ubertragung der Definitionen auf Aussagesiitze
und Argumente, weitere Beispiele und Theo-
rienbildung

Wie schon zuvor im Kapitel 5 zur aussagenlogischen Semantik lassen sich auch
in diesem Kapitel alle Definitionen von Begriffen fiir aussagenlogische Formeln
und Argumentformen auf Aussagesitze und Argumente in der natiirlichen
Sprache erweitern. Insbesondere nennt man einen Aussagesatz aus weiteren
Aussagesiitzen herleitbar genau dann, wenn dies fiir die jeweiligen logischen
Formen dieser Sétze der Fall ist; einen Aussagesatz nennt man beweisbar ge-
nau dann, wenn seine logische Form beweisbar ist; und ein Argument wird
deduktiv giiltig genannt genau dann, wenn die zugehorige Argumentform des
Argumentes deduktiv giiltig ist.

Kehren wir zum guter Letzt zu den Beispielen von préadikatenlogischen Re-
prasentierungen von Kausalitdtssédtzen zuriick, die wir zu Beginn dieses Kapi-
tels noch ganz informell eingefiithrt hatten: Diese lassen sich nun unter Zuhil-
fenahme der Werkzeuge dieses Kapitels mit formaler Prizision behandeln.

Es sei also eine préidikatenlogische Sprache mit dem zweistelligen Pradikat
U gegeben, wobei U(z,y) wiederum fiir ‘z ist eine Ursache von y’ bzw. ‘@
verursacht y’ bzw. ‘y wird durch z verursacht’ stehen soll. Unsere “logisch
moglichen” Universen aus Kapitel 8 lassen sich jetzt ganz prézise als bestimmte
pradikatenlogische Interpretationen einer solchen pradikatenlogischen Sprache
mit dem Pridikat U rekonstruieren.

Zum Beispiel: Als ersten Fall eines solchen logisch moglichen Universums
betrachteten wir genau zwei Gegenstéande d; und ds, sodass d; ds verursacht, es
aber ansonsten keinerlei Beziehungen von Ursache und Wirkung gibt. Bildlich:

Beispiel 1: 77 = (D1, ¢1)

Die zugehorige pradikatenlogische Interpretation J;p ist keine andere als das
Paar (Dy, 1), wobei
Dy = {dy,d2}

und

p1(U) = {{d1,da)}.
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(Es ist fiir unsere Zwecke nicht weiter wichtig, was diese Objekte d; und da
sind, solange es sich nur um zwei verschiedene Gegenstidnde handelt. Beispiels-
weise konnte d; die Zahl 1 sein und ds die Zahl 2, oder aber es handelt sich bei
dy und dy wirklich um konkrete Ereignisse, die in Raum und Zeit stattfinden.)

Und wie damals noch rein informell erklért, ergeben sich mittels der seman-
tischen Regeln von Kapitel 10 in der Tat folgende Wahrheitswertverteilungen:

Alles verursacht alles: 1 (VaVyU (x,y)
Etwas verursacht alles: ¢ (32VyU (z,y)
Alles verursacht etwas: 1 (Vz3yU (z,y)
Etwas verursacht etwas: 1 (3x3yU(z, y)

Im Folgenden greifen wir uns noch drei weitere Beispiele von “logisch moglichen”
Universen aus Kapitel 8 heraus und transformieren sie in exakte pradikaten-
logische Interpretationen.

Nehmen wir zum Beispiel wiederum an, es gébe genau vier Individuen, von
denen jedes wenigstens ein weiteres verursacht, sodass sich folgende Kausal-

Beispiel 2: T3 = (Ds, a)

beziehung ergibt:

Die entsprechende pradikatenlogische Interpretation Jo ist dann das Paar
(D2, ¢2), sodass
Dy = {dy,dz,d3,dys}

und

p2(U) = {{d1,da), (d2,d3), (d3,ds), {da, d1)}.

Mit den semantischen Regeln aus Kapitel 10 lésst sich nun semantisch sofort
nachweisen:

Alles verursacht alles: o (VaVyU(z,y)) = f
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Etwas verursacht alles: o(3zVyU(z,y)) = f
Alles verursacht etwas: o (Vz3yU(z,y)) = w
Etwas verursacht etwas: po(Jz3yU(z,y)) = w

Geméfl der ndchsten pridikatenlogischen Interpretation des U-Priadikates
verursacht ebenfalls alles etwas, jedoch ohne dass die Kausalbeziehung einen
Zirkel formen wiirde:

e

Beispiel 3: J3 = (D3, p3)

Die némliche pridikatenlogische Interpretation J3 = (Ds, ¢3) setzt sich also
aus dem unendlichen Gegenstandsbereich

Ds={....d_s,d_1,do,dyi,da,...}
und der Interpretation
p3(U) ={...,(d-2,d 1), (d-1,do), (do, ), (dv, da), ...}
zusammen. Mithilfe der semantischen Regeln aus Kapitel 10 ergibt sich:
Alles verursacht alles:  p3(VaVyU (x,y)
Etwas verursacht alles: 3(32VyU(z,y)) =
Alles verursacht etwas: @3(VeIyU(z,y)) =
Etwas verursacht etwas: p3(3z3yU(z,y)) =

In der “logisch moglichen Welt” der néchsten pradikatenlogischen Interpre-
tation verursacht sogar alles alles:

Beispiel 4: T4 = (D4, ©4)

Hannes Leitgeb: Logik I
Stand: 29.10.2020



11.6. UBERTRACUNGC DER DEFINITIONEN AUF AUSSAGESATZE UND
ARGUMENTE, WEITERE BEISPIELE UND THEORIENBILDUNG 303

Die zugehorige priadikatenlogische Interpretation J4 = (Dy, ¢4) basiert auf
Dy = {dy,d2}
und der Interpretation

ea(U) = {(dv, dr), (da, d2), (d1, d2), (d2, d1) }-
Die semantischen Regeln aus Kapitel 10 implizieren dann:
Alles verursacht alles: @4 (VaVyU (z,y))
Etwas verursacht alles: 4 (3zVyU (z,y))
Alles verursacht etwas: 4 (Vz3yU(z,y)) = w
Etwas verursacht etwas: ¢4(323yU (z,v))
Wir sind freilich keineswegs beschrénkt auf die Formalisierung der dama-

ligen Beispiele aus Kapitel 8. Hier ist beispielsweise eine pradikatenlogische
Interpretation, die wir damals noch gar nicht informell diskutiert hatten:

Beispiel 5: J5 = (Ds, ps5)

Diese pridikatenlogische Interpretation J5 = (Ds, 5) ist gegeben durch
D5 = {d1,dz,d3}

und
@s5(U) = {{d1,d2), (d2,ds), (d1,d3) }.

Die semantischen Regeln aus Kapitel 10 bedingen dann:
Alles verursacht alles:  @5(VaVyU(z,y)) = f

Etwas verursacht alles: ¢5(32VyU(z,y)) = f
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Alles verursacht etwas: 5(Ve3yU(z,y)) = f

Etwas verursacht etwas: ¢5(323yU(z,y)) = w

Logische Moglichkeiten dafiir, wie die Kausalbeziehung aussehen kann, las-
sen sich also mit den Mitteln der priadikatenlogischen Semantik prézise rekon-
struieren. Genauso konnen sie aber auch deduktiv mit den Mitteln des aktuel-
len Kapitels studiert werden, und zwar, indem man eine deduktive Theorie der
Kausalbeziehung aufbaut. Theorien bestehen dabei normalerweise aus Aussa-
genséitzen bzw. pradikatenlogischen Formeln der folgenden zwei Arten:

e Definitionen,
e Eigenaxiome.

Wiéhrend die Definitionen als reine Begriffsbestimmungen fungieren, formulie-
ren die Eigenaxiome einer Theorie substantielle Einschriankungen oder Hypo-
thesen.

Zum Beispiel konnte eine ganz einfache Theorie der Kausalitit aus den
folgenden zwei Bausteinen bestehen:

e Definition:

Ein Erstverursacher ist etwas, das nicht verursacht wird.

e Figenaxiom:

Wenn etwas etwas anderes verursacht, und diese andere noch etwas wei-
teres verursacht, dann verursacht Ersteres Letzteres.

Diese Formulierungen mangeln freilich noch an Prézision; es wére schwierig,
auf einer solchen sprachlichen Basis wissenschaftlich weiterzuarbeiten. Mittler-
weile konnen wir die ndmliche einfache Theorie aber auch mittels pradikaten-
logischer Formeln repréisentiert angeben, wodurch diese sprachlichen Schwie-
rigkeiten behoben werden:

e Definition: Vz(E(z) <» -3yU(y, z))
e Eigenaxiom: VaVyVz(U(z,y) ANU(y,z) = Ulx, 2))

E(x) soll dabei als ‘z ist ein Erstverursacher’ gelesen werden; das Préidikat F
wird entsprechend dem Vokabular als neues einstelliges Priadikat hinzugefiigt.
Das Eigenaxiom der Theorie konnte auch so umschrieben werden: Es wird
postuliert, dass die Verursachungsbeziehung U transitiv ist.
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Definitionen sind dabei nicht vollig beliebige Aussageséitze bzw. Formeln,
sondern miissen gewissen logisch-syntaktischen Anforderungen geniigen, die
ausfiihrlich in der Definitionstheorie behandelt werden.! So ist es z.B. wichtig,
dass alle Variablen, die frei auf der rechten Seite des Aquivalenzzeichens in
einer Definition vorkommen, ebenfalls auf der linken Seite des Aquivalenzzei-
chens auftreten: Dies ist in der obigen Definition erfiillt, denn die einzige freie
Variable in =3yU (y, z) ist =, und dieselbe kommt in E(x) auch wirklich vor.
Sind alle klassischen Anforderungen an Definitionen erfiillt, ldsst sich zeigen,
dass das Hinzufiigen einer Definition zu einer Theorie zu keinen zusétzlichen
Folgerungen in der Sprache der bereits vorhandenen “alten” Pradikate der
Theorie fiihrt (die sogenannte Non-Kreativitidt von Definitionen), und dass es
zu jeder Formel mit dem “neu” definierten Priadikat eine Formel mit ausschlief3-
lich bereits vorhandenen “alten” Prédikaten gibt, sodass die beiden Formeln
in der Theorie als #quivalent zueinander nachgewiesen werden kénnen (die
sogenannte Eliminierbarkeit von definierten Priadikaten auf Basis von Defini-
tionen). Definitionen stellen sich dann wirklich als reine Begriffsbestimmungen
heraus.

Eigenaxiome hingegen kénnen frei gewédhlt werden: Jede beliebige Anforde-
rung an U konnte prinzipiell als Eigenaxiom formuliert werden, wobei man
jedoch selbstverstidndlich nicht jede solche Anforderung an die Kausalbezie-
hung auch fiir wahr halten wird. Zum Beispiel ist es zwar recht plausibel, dass
die Kausalbeziehung transitiv ist, es ldsst sich jedoch durchaus diskutieren
(und dies wird auch tatséchlich in der Metaphysik diskutiert!), ob es nicht
doch Gegenbeispiele zur Transitivitat der Kausalitédt geben konnte.

In Hinblick auf unsere fiinf Beispielsinterpretationen von oben ergibt sich
nun:

e Gemif der Definition von ‘E’ gibt es genau einen Erstverursacher in J;
und J5 (ndmlich jeweils das Objekt dj), jedoch keinen Erstverursacher
in 32, 33 und 34.

e Das Eigenaxiom der Transitivitdt von U ist unter den Interpretationen
J1, J4 und J5 wahr, unter den Interpretation Js und J3 aber nicht.

Die blofle Definition eines Begriffes wie E bedeutet also noch lange nicht,
dass auch wirklich ein Gegenstand unter den solchermaflen definierten Be-
griff féllt. Und die Behauptung eines substantiellen Eigenaxioms einer Theorie
entspricht semantisch dem Ausschluss gewisser logischer Moglichkeiten: Die
priadikatenlogischen Interpretationen Jo und J3 stellen zwar logische Moglich-
keiten fiir die Kausalbeziehung dar, konnen jedoch als physikalisch oder meta-

!Siehe [12], Kapitel 8.
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physisch mdglich ausgeschlossen werden, sobald das Postulat der Transitivitét
der Kausalbeziehung akzeptiert wird.

Vielleicht sind wir mit unserer kleinen Theorie der Kausalitét freilich noch
nicht zufrieden: Nichts hindert uns daran, derselben weitere Definitionen oder
Eigenaxiome hinzuzufiigen oder bereits vorhandene Definitionen oder Eigen-
axiome zu verdndern.

Zum Beispiel konnte man feststellen, dass auch ein Ereignis, das von nichts
verursacht wird und selbst nichts verursacht, geméfl der obigen Definition als
Erstverursacher (E) gilt: Erstverursacher miissen also nicht notwendigerweise
Verursacher sein. Wollte man dies #ndern, miisste man nur das =3yU(y, z)
auf der rechten Seite der Aquivalenz in ein —~3yU (y, z) A 32U (z, z) abwandeln.
(Die Bedeutung von E wiirde sich dann entsprechend verdndern.)

Oder man koénnte argumentieren — begrifflich oder empirisch — dass sich ein
Objekt nicht selbst verursachen kann. In diesem Falle wiirde man der obigen
Theorie ein weiteres Eigenaxiom hinzufiigen wollen:

e Weiteres Eigenaxiom: Va—U(x,x)

In Worten: Nehmen wir zusétzlich an, dass U irreflexiv ist. Unsere beiden
Eigenaxiome zusammengenommen schlieffen nun entsprechend weitere logische
Moglichkeiten aus:

e Die Eigenaxiome der Transitivitdt und Irreflexivitdt von U sind unter
den Interpretationen J; und Js wahr, unter den Interpretation Jo, J3
und Ty ist aber wenigstens eines der beiden Axiome nicht wahr.

Je mehr Eigenaxiome wir unserer Theorie hinzufiigen, desto mehr priadikaten-
logische Interpretationen (“logische Moglichkeiten”) werden theoretisch aus-
geschlossen: Der Gehalt unserer Theorie “steigt”, d.h., unsere Theorie sagt
mehr und mehr aus. Die deduktive Theorie, deren Wahrheit letztlich behaup-
tet und fiir deren Wahrheit letztlich argumentiert werden soll, ist dann nichts
anderes als die Menge derjenigen Aussageséiitze bzw. Formeln in der gewéhlten
pradikatenlogischen Sprache, die aus der Menge der vorgegebenen Definitionen
und der Menge der vorgegebenen Eigenaxiome zusammengenommen logisch
(semantisch) folgen. Oder — geméB Korrekheits- und Vollstandigkeitssatz —
dquivalent ausgedriickt: Unsere deduktive Theorie ist die Menge der Aussa-
gesitze bzw. Formeln in der gewahlten priadikatenlogischen Sprache, die aus
der Menge der Definitionen und der Menge der Eigenaxiome zusammengenom-
men mit Hilfe der priadikatenlogischen Herleitungsordnung herleitbar sind.
Zum Beispiel kénnte man argumentieren wollen, dass die Verursachungsbe-
ziehung nicht nur irreflexiv ist, sondern iiberhaupt keine zirkuldren Kausalbe-
ziehungen physikalisch /metaphysisch moglich sind: U kann keinerlei “Kreise”
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beinhalten! Dies muss nun aber gar nicht mehr mittels weiterer Eigenaxiome
behauptet werden, weil sich aus den beiden obigen Eigenaxiomen bereits her-
leiten lasst, dass es keine solchen Kreise geben kann. Etwa fiir das Beispiel von
Kreisen der Lange 2 formuliert, gilt ndmlich:

Transitivitat, Irreflexivitédt (von U) F VaVy—(U(z,y) AU(y, z))

Welche Objekte x und y auch sind, unsere Theorie impliziert, dass nicht sowohl
x y verursacht als auch y z. Die Herleitung kann z.B. mittels IB erfolgen: Man
nimmt indirekt =—(U(x,y) AU (y, x)) an, schliefft auf U(x, y) AU (y, ), woraus
sich mittels Transitivitdt U(z,x) ergibt, was mit der Irreflexivitidt zu einem
Widerspruch fithrt. Durch Abschlielen des IB erhélt man somit —(U(z,y) A
U(y,x)) und sodann mit zweifacher Anwendung von UE die gewiinschte Kon-
klusion VaVy—(U(x,y) AU (y, x)). (Durch analoge Herleitungen lassen sich Zir-
kel beliebiger Léinge n ausschliefien.)

Oder logisch dquivalent formuliert, wie sich wiederum durch Anwendung
der pradikatenlogischen Herleitungsordnung zeigen lésst: Unsere beiden Ei-
genaxiome implizieren logisch (semantisch), dass =3z3y(U(z,y) AU (y,z)) der
Fall ist. Die Wahrheit unserer Theorie bedingt mit logischer Notwendigkeit
die Wahrheit der Konklusion —3z3y(U(z,y) AU (y,x)). Ob unsere Theorie der
Kausalitéit selbst wahr ist — also ihre Definitionen und Eigenaxiome — ldsst
sich freilich nicht mit rein logischen Mitteln nachweisen.

Theorien lassen sich dadurch stiitzen, dass man ihre logischen Folgerun-
gen studiert und sich klarmacht, welche logischen Moglichkeiten durch diesel-
ben ausgeschlossen werden. Das Ziel ist es dabei, keinesfalls die der aktualen
(tatséchlichen) Welt entsprechende prédikatenlogische Interpretation auszu-
schlieffen. Um empirische Theorien empirisch zu iiberpriifen, versucht man den
Wahrheitswert gewisser Folgerungen einer Theorie mittels Beobachtung oder
Experiment zu bestimmen; folgt aus der Theorie ein Satz, dessen Falschheit
durch Beobachtung oder Experiment nachgewiesen kann, muss die Theorie ver-
worfen oder modifiziert werden. Bei philosophischen Theorien — zum Beispiel
metaphysischen Theorien der Kausalitéit — beschrankt man sich jedoch zumeist
darauf, nur Definitionen bzw. moglichst allgemeine und begrifflich gestiitzte
Eigenaxiome anzugeben, die in “allen physikalisch/metaphysisch moglichen
Universen” Geltung haben wiirden. In beiden Fillen wird man nur solche
Theorien fiir akzeptabel halten, die erfillbar sind, fiir die es also wenigstens
eine pradikatenlogische Interpretation gibt, unter der zugleich alle Definitionen
und Eigenaxiome der Theorie wahr gemacht werden. Denn wenn eine Theo-
rie nicht erfiillbar ist, kann sie selbstverstindlich auch nicht wahr sein, d.h.,
von der aktualen Interpretation wahr gemacht werden. Oder, was wiederum
dquivalent ist (wie man wieder mit Korrektheits- und Vollsténdigkeitssatz zei-
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gen kann): Man wird nur solche Theorien fiir akzeptabel halten, aus denen
kein Widerspruch der Form A A —A herleitbar ist. Auch aus diesem Grunde
ist das Studium der logischen Eigenschaften wissenschaftlicher Theorien von
Bedeutung.
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Was Sie nach diesem Kapitel (inkl. Ubungen) beherrschen sollten:

e pridikatenlogische Formeln aus vorgegebenen priddikatenlogischen For-
meln ausschlielich mit Hilfe der in Sektion 6.3 vorgegebenen (Grund-
schluss-, Meta-)Regeln herzuleiten;

e anzugeben, was genau mit der Korrektheit und Vollstéindigkeit der Her-
leitbarkeitsbeziehung F bzgl. der Folgebeziehung |= in der Priadikatenlogik
gemeint ist (und weiterer deduktiver Begriffe bzgl. der zugehérigen se-
mantischen Begriffe).

Hannes Leitgeb: Logik I
Stand: 29.10.2020



310

KAPITEL 11. PRADIKATENLOGISCHES HERLEITEN

11.7 Ubungen

Ubung 11.1 Fiihren Sie die Herleitungen zu folgenden deduktiv giiltigen
Schliissen durch:

9.

10.

11.

. Va(P(z) A Q(z)) F VaP(z) AVzQ(x)
. VaP(x) VV2Q(z) - Va(P(z) V Q())
. FV2(P(a) V Q(z)) ¢ P(a) vV V2Q(x)
. FVz(P(a) A Q(z)) & P(a) AVzQ(z)
. FVa(P(a) = Q(x)) ¢ (Pla) = V2Q(x))

. V= P(x) F =3z P(x)

F P(a) A 3zQ(z) +» Jz(P(a) A Q(x))

. F P(a)VIzQ(x) <» Fz(P(a) V Q(x))

JzP(z)V IzQ(z) - Jx(P(x) V Q(z))
Jz(P(z) — Q(z)),VzP(z) F JxQ(x)

F(P(a) — 3zQ(x)) +» Jz(P(a) — Q(x))

Ubung 11.2 Repriisentieren Sie die folgenden Argumente, und zeigen Sie,
dass die daraus resultierenden Argumentformen deduktiv giiltig sind:

1.

Alle Osterreicher sind Européer. Alle Salzburger sind Osterreicher. Also
sind alle Salzburger Européer.

. Alle Philosophen sind weise. Nun gibt es Salzburger Philosophen. Also

sind einige Salzburger weise.

. Es gibt keine Osterreicher, die auf den Mond geflogen sind. Es gibt aber

Kosmonauten, die Osterreicher sind. Daher sind nicht alle Kosmonauten
auf den Mond geflogen.

. Nicht ein Lebewesen auf dem Mars ist glatzkopfig. Alle Skinheads sind

jedoch glatzkopfig. Somit gibt es keinen Skinhead, der ein Lebewesen auf
dem Mars ist.
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Ubung 11.3 Repriisentieren Sie die beiden folgenden Argumente und versu-
chen Sie zu zeigen, dass die daraus resultierenden Argumentformen deduktiv
giiltig sind. (Achtung: Eine der beiden Argumentformen ist deduktiv giiltig,
die andere jedoch nicht.)

1. Alle Lebewesen auf dem Mars sind glatzkopfig. Somit gibt es Lebewesen
auf dem Mars, die glatzkopfig sind.

2. Es gibt Lebewesen auf dem Mars. Alle Lebewesen auf dem Mars sind
glatzkopfig. Somit gibt es Lebewesen auf dem Mars, die glatzkopfig sind.

Ubung 11.4 Fiihren Sie die Herleitungen zu folgenden deduktiv giiltigen
Schliissen durch:

—_

. JaVyR(x,y) F Vy3zR(z,y)

()
3. JzP(x) F =Vz—P(x)
4. =3z P(z) - Vz—-P(x)

()

5. dx—P(z) - ~VzP(x
6. Vz(JyP(y) — Q(x)) F Vy(P(y) — Q(a))
7. Va(P(z) = Q(z)) b Fz(P(x) A ~Q(z))

Ubung 11.5 Repriisentieren Sie die folgenden Argumente, und zeigen Sie,
daf die daraus resultierenden Argumentformen deduktiv giiltig sind:

1. Alles hat eine Ursache. Gott hat jedoch keine Ursache. Also ist der Papst
Tiroler.

2. Alle Salzburger lieben Salzburg. Es gibt jedoch niemanden, der Salzburg
und alle Touristen in Salzburg liebt. Somit lieben die Salzburger nicht
alle Touristen in Salzburg.

3. Es gibt nichts Allméchtiges. Wenn etwas ein Gott ist, ist es jedoch
allméchtig. Also gibt es keinen Gott.
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Kapitel 12

Appendix: Die materiale
Implikation und die
Pradikatenlogik

In Kapitel 2 hatten wir einen ersten guten Grund dafiir kennengelernt, das
indikative ‘wenn-dann’ der natiirlichen Sprache durch den material verstande-
nen Pfeil der klassischen Logik zu reprisentieren: Die Wahrheitstafel fiir das
materiale ‘wenn-dann’ hatte sich nédmlich als die einzige Wahrheitstafel her-
ausgestellt, die fiir die semantische Analyse des indikativen ‘wenn-dann’ der
natiirlichen Sprache iiberhaupt in Frage kommen konnte.

Kapitel 7 fiigte dann einen zweiten guten Grund fiir die Analyse von Impli-
kationssétzen mittels der materialen Implikation hinzu: Einen Grund, der sich
unmittelbar aus plausiblen Herleitungsregeln fiir das aussagenlogische Schlie-
Ben ergab.

Nun wollen wir noch einen dritten Grund fiir die materiale Deutung von na-
tursprachlichen Konditionalen im Indikativ hinzufiigen, diesmal jedoch einen,
der sich zwanglos aus semantischen Uberlegungen zur Pridikatenlogik ergibt.
Kurz gesagt: Die Rekonstruktion indikativer Wenn-Dann-Sétze mittels ma-
terialer Implikationen passt genau so zur Semantik der pradikatenlogischen
Quantoren, wie man sich das auch intuitiv erhoffen wiirde.

Zunéchst einmal sollte sich

1. Alle Ps sind @Qs.
unproblematischerweise als logisch dquivalent zu

2. Fiir alle x gilt: Wenn x ein P ist, dann ist = ein Q.
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ergeben, und zwar ganz unabhéngig davon, wie das ‘wenn... dann...” in 2
logisch reprisentiert wird (ob durch materiale Implikation oder anderweitig).

Zudem sollte Aussagesatz 1 notwendigerweise denselben Wahrheitswert ha-
ben wie

3. Die Menge der P-Dinge ist eine Teilmenge der Menge der )-Dinge.

Daraus folgt, dass auch 2 und 3 notwendigerweise denselben Wahrheitswert
aufweisen sollten.

Es zeigt sich nun, dass sich genau diese intuitiv plausible Konsequenz durch
die Repréasentierung des ‘wenn. .. dann. ..’ mittels der materialen Implikation
— ergibt:

4. Vz(P(x) — Q(z)) (“Fiir alle = gilt: P(x) impliziert material Q(z)”)
hat in der Tat notwendigerweise denselben Wahrheitswert wie
{z: P(x)} C {z: Q(x)} (“Die Menge der P-Dinge ist eine Teilmenge der
Menge der -Dinge”).

Dies ldsst sich leicht semantisch nachweisen: Wenn Vz(P(z) — Q(z)) némlich
wahr ist bei einer priddikatenlogischen Interpretation, dann muss dabei auch
©(P) C ¢(Q) gelten, und umgekehrt. Objekte o(z) im Gegenstandsbereich, fiir
die P(z) falsch ist unter einer Interpretation sowie einer Variablenbelegung o,
fithren aufgrund der Wahrheitstafel der materialen Implikation sowieso immer
zur Wahrheit von P(z) — Q(z) und spielen insofern keine Rolle. Entsprechend
muss man auch keine =P-Objekte untersuchen, wenn man priifen will, ob die
Menge der P-Dinge eine Teilmenge der Menge der Q-Dinge ist. Die Objekte
o(x) im Gegenstandsbereich jedoch, fiir die P(z) wahr ist, spielen eine Rolle,
weil sich fiir sie der Wahrheitswert von P(x) — Q(x) als wahr (Zeile 1 der
materialen Wahrheitstafel) oder aber als falsch (Zeile 2 der materialen Wahr-
heitstafel) erweisen kann, und zwar in Abhéngigkeit vom Wahrheitswert von
Q(z). Die Zuordnung von w im ersten Fall und von f im zweiten Fall, wie sich
dies durch die Wahrheitstafel der materialen Implikation ergibt, fithrt genau
dazu, dass die Aquivalenzaussage 4 von oben der Fall ist.

Dies heifit nun zwar nicht, dass die Analyse des ‘wenn... dann...” mittels
materialem — die einzig mogliche Analyse wire, aus der sich die intendierte
Konsequenz 4 ergibt, aber die Uberlegung zeigt doch, dass die materiale Auf-
fassung von Konditionalen in diesem Fall zu der gewiinschten semantischen
Folgerung fiihrt, wie eben die Konsequenz 4 von oben.

Hier ist ein dhnlich gelagerter pradikatenlogisch motivierter Grund fiir die
materiale Reprasentierung des ‘wenn. .. dann...”: Intuitiv sollte sich

9

5. Nicht fiir alle x gilt: A
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als logisch dquivalent zu
6. Es gibt wenigstens ein z, fiir das gilt: = A

erweisen. In der Tat ergibt sich genau dies mit den semantischen Regeln in
Kapitel 10 fiir vV, 3 und —:

7. VA
stellt sich in der Tat beweisbarerweise als logisch dquivalent zu
8. dz—-A

heraus. Dies hat selbstverstédndlich noch gar nichts mit der Reprisentierung
indikativer Konditionale durch materiale Konditionale zu tun.
Nun setzen wir fiir A speziell die Formel (P(xz) — Q(x)) ein: Die Formel

9. =Va(P(z) = Q(x))
ist dann entsprechend logisch dquivalent zu
10. Jz—~(P(x) — Q(x)),

wobei bislang noch immer nicht eingegangen ist, dass — bei uns fiir die ma-
teriale Implikation steht. 9 und 10 sollten logisch dquivalent sein, egal ob das
Wenn-Dann-Symbol — material oder nicht material verstanden wird.

Aufgrund der Wahrheitstafel fiir die materiale Implikation ist nun aber wie-
derum

11 =(P(z) = Q(x))
logisch dquivalent mit
12. (P(z) A =Q(x)).

Das heifit: Nimmt man die intuitiv hochst plausible logische Aquivalenz von
9 und 10 zusammen mit der materialen Deutung des ‘wenn-dann’, die die
logische Aquivalenz von 11 und 12 begriindet, dann ergibt sich, dass auch

13. =Vz(P(x) — Q(z))
als logisch dquivalent zu
14. 3z(P(z) A —Q(x))

verstanden werden muss. Ist diese logische Aquivalenz ebenfalls intuitiv plau-
sibel? Ja! Denn 13 heifit in Worten
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15. Es ist nicht der Fall, dass alle P-Dinge Q-Dinge sind.
und 14 bedeutet
16. Es gibt etwas, das P aber nicht @ ist.

15 und 16 sind aber auch intuitiv miteinander logisch &quivalent. Die Re-
préasentierung des ‘wenn. .. dann...” mittels materialer Implikation fiithrt also
erneut zu der genau richtigen und intendierten Folgerung.

Wiederum liee sich diese Konsequenz vielleicht auch auf Basis einer an-
deren logischen Analyse des ‘wenn... dann...” erzielen, aber dies miisste erst
einmal gezeigt werden. Jedenfalls heif3t dies aber, dass die materiale Impli-
kation einige Eigenschaften besitzt, welche diese logische Verkniipfung auch
aus pradikatenlogischer Sicht — wenn der Fokus auf die Quantoren gelegt wird
— als attraktive Représentierung des indikativen ‘wenn-dann’ der natiirlichen
Sprache erscheinen lassen.

Was Sie nach diesem Kapitel beherrschen sollten:

e auf Basis sprachlicher Intuitionen und der Semantik der Pradikatenlogik
zu argumentieren, weshalb die materiale Analyse des natursprachlichen
‘wenn-dann’ im Indikativ zu intuitiv plausiblen Konsequenzen in Hin-
blick auf Aussagesitze mit Quantoren fiihrt.
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Kapitel 13

Erweiterungen der
Pradikatenlogik

13.1 Das Identitatspradikat als neues logisches Zei-
chen

Wie in Kapitel 9 behandelt, umfassen die logischen Zeichen unserer préadika-
tenlogischen Sprachen die aussagenlogischen Junktoren, die beiden Quanto-
ren und die Individuenvariablen. Diese Zeichen sind auch im Alphabet einer
pradikatenlogischen Sprache stets vorhanden, ganz egal wie man diese Spra-
chen sonst durch die Wahl der Individuenkonstanten und der Pradikate anle-
gen mochte. Nun gibt es aber auch ein spezielles Prddikat, das ebenfalls einen
logisch-formalen Charakter hat, und von dem man daher sehr oft ebenfalls vor-
aussetzen will, dass es als weiteres logisches Zeichen unter den stets vorhanden
logischen Zeichen in einer pradikatenlogischen Sprache vorkommen soll: Das
zweistellige Identitatspradikat

In diesem Kapitel werden wir entsprechend dieses Zeichen den Alphabeten
unserer pradikatenlogischen Sprachen als neues logisches Symbol hinzufiigen.
Wir werden sodann alle bisher formulierten Regeln — syntaktische Formations-
oder Bildungsregeln fiir Formeln, semantische Regeln fiir Formeln und die Her-
leitungsregeln fiir Formeln — um spezifische Regeln fiir Identitéatsformeln erwei-
tern. Das dabei entstehende logische System werden wir dann Pradikatenlogik
mit Identitdt nennen.

Identitatsformeln sind atomare Formeln, die ausdriicken, dass das Objekt,
welches durch einen singuldren Term bezeichnet wird, mit dem Objekt, das
durch einen weiteren singuldren Term bezeichnet wird, identisch ist. Geméaf

Hannes Leitgeb: Logik I
Stand: 29.10.2020



318 KAPITEL 13. ERWEITERUNGEN DER PRADIKATENLOGIK

unserer syntaktischen Formationsregeln fiir atomare Formeln, miissten wir nun
beispielsweise

e = (a,b)
o = (z,y)
e =(a,x)

schreiben, wobei hier wie immer a, b Individuenkonstanten und z, y Indivi-
duenvariablen sind. Dies entspricht jedoch in keiner Weise den {iblichen na-
tursprachlichen Konventionen fiir die Formulierung von Identitatsséitzen, wie
sie zum Beispiel aus der Mathematik bekannt sind. Daher fiigen wir unseren
Formationsregeln stattdessen die folgende spezielle Klausel hinzu:

e Wenn tq,to singulidre Terme sind, so ist ¢; = t9 eine Formel.

die dafiir sorgt, dass die beiden singuldren Terme, auf die das Identitéitspradikat
angewandt wird, das Identitdtspridikat sozusagen in die Mitte nehmen.
Betrachten wir dazu einige Beispiele:

(i) a=b
(ii) z =y
(ili) a =
(iv) y=c
(v) P=2z
(vi) (a=10)
(vii) = (z, a)

(i), (ii), (iii) und (iv) sind dann Formeln, (v), (vi) und (vii) hingegen nicht,
weil in (v) P ein genereller Term ist und kein singulirer, in (vi) Klammern um
die Identitatsformel gesetzt wurden, was nicht der obigen syntaktischen Regel
fiir solche Formeln entspricht, und weil in (vii) die neue syntaktische Regel fiir
Identitatsformeln iiberhaupt nicht beriicksichtigt wurde.

Wenn wir ein neues logisches Zeichen einfithren — und auch ein logisches
Préadikat ist ein logisches Zeichen — so miissen wir dessen Bedeutung durch
fest vorgegebene semantische Regeln festlegen. In unserer priadikatenlogischen
Semantik fiigen wir entsprechend die folgende Klausel zur Definition von pri-
dikatenlogischen Bewertungen (nun mit Identitét) hinzu:
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o 0o(t1 =1t2) =w gdw @s(t1) = @o(t2).

Man beachte dabei, dass wir links ‘=’ schreiben, um das objektsprachliche
Identitétszeichen zu bezeichnen, wihrend wir rechts ‘=’ schreiben, um me-
tasprachlich die Identitatsrelation auszudriicken. Wenn man dies noch klarer
machen wollte, konnte man auf der linken Seite beispielsweise zu einem neuen
Zeichen greifen (z.B. ‘=’), aber durch den Kontext wird ohnehin immer klar
werden, was gemeint ist.

Die neue semantische Regel fiir die Identitét stellt sicher, dass das Iden-
titdtszeichen der Objektsprache auch wirklich ausdriickt, dass etwas mit et-
was weiterem identisch ist. Anders als bei nicht-logischen Pradikaten wird die
Interpretation von = nicht “willkiirlich” mittels einer einer Interpretations-
funktion ¢ festgelegt, stattdessen ist es eine “feste” semantische Regel, die
dafiir sorgt, dass das Identitédtspridikat immer die Identitéitsbeziehung aus-
driickt, und zwar ganz egal welcher Gegenstandsbereich D durch die Wahl
einer priadikatenlogischen Interpretation zugrundegelegt wird.

Nun konnen wir etwa iiberpriifen, ob die Formel Vx © = x logisch wahr ist.
In einer beliebigen Interpretation J und fiir eine beliebige Variablenbelegung o
unter J ist die Formel x = x offensichtlich wahr — d.h., erhilt den Wahrheits-
wert w — einfach weil o(z) natiirlich mit sich selbst identisch ist, egal welches
Objekt im Gegenstandsbereich durch o der Variable x zugeordnet wird. Die
Formel Vx x = x ist also logisch wahr.

Genauso kann ein und dasselbe Objekt durch zwei verschiedene Variablen
benannt werden, wenn die beiden Variablen durch die vorgegebene Variablen-
belegung o auf dasselbe Objekt abgebildet werden. Und es ist moglich, das
zwei verschiedene Individuenkonstanten a und b unter der vorgegebenen In-
terpretation dasselbe Objekt bezeichen — formal: p(a) = ¢(b) — wodurch dann
die Formel a = b als wahr in dieser Interpretation herauskdme. Dies wiirde
sich bei der Représentierung von Eigennamen in der natiirlichen Sprache dann
ergeben, wenn diese Figennamen genau dasselbe Objekt bezeichnen: Man den-
ke beispielsweise an ‘Samuel Clemens’ und ‘Mark Twain’. Wenn diese beiden
Figennamen durch a und b repréiisentiert werden, soll ja auch in der Tat a = b
als wahr herauskommen., denn bei Samuel Clemens und Mark Twain handelt
es sich um ein und dieselbe Person (den nédmlichen berithmten Schriftsteller).
Und wenn a unter ¢ Mark Twain bezeichnet, ¢ aber durch ¢ auf Bertrand
Russell abgebildet wird, dann ist in dieser Interpretation die Formel a = ¢
falsch, erhilt also den Wert f: Dies ist wiederum so, wie es sein soll, denn
Mark Twain ist eben nicht identisch mit Bertrand Russell.

Schliefflich erweitern wir unsere Herleitungsordnung um spezielle Regeln fiir
unser neues logisches Zeichen =. Dazu fithren wir zwei neue Grundschlussre-
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geln ein:
(REF) F Vv v = v (Reflexivitit)
(SUB) F Yui1Vua(vy = va A Afvy /vs] — Alva/vs]) (Substitution)

wobei in SUB die Variablen v; und ve wie immer frei fiir vs in A sein sollen.
Beide dieser Regeln sind pramissenfrei; man nennt solche Regeln dann auch
‘Axiome’.

Es ist intuitiv klar, dass die Identititsrelation eine sogenannte Aquivalenz-
relation ist. Eine Aquivalenzrelation R besitzt die folgenden Eigenschaften:

1. Vz xRz (Reflexivitit)
2. VaVy(xRy — yRz) (Symmetrie)
3. VaVyVz(zRy A yRz — xRz) (Transitivitét)

Wir setzen dabei R zwischen die ndmlichen Variablen, so wie wir das auch bei
= getan haben. Syntaktisch ist R jedoch wieder nichts anderes als einfach ein
zweistelliges Pridikat.

Wir wollen nun zeigen, dass unsere Identitéitsrelation diese Eigenschaften
besitzt, und zwar mit Hilfe der hinzugefiigten Regeln bzw. Axiome von oben:

o FVrz =x (Reflexivitit)
1.Vxoz =z (REF)
o b VaVy(x =y — y = x) (Symmetrie)

1. || z =y (KB-Annahme)

2. || Vxx =z (REF)

3. ||z =2 2. (UB)

4. || VaVy(zx =y Az =2 — y=2x) (SUB)
5. | Vy(x=yANx =2 —y=uz) 4. (UB)

6. |z=yANx=z—y==z 5 (UB)
7 |z=yAzx=z 1., 3. (KON)
8. ||ly==x 7., 6. (MP)
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9. 2=y —y=x1-8. (KB)
10. Vy(r =y —y=1z) 9. (UE)
11. VaVy(z =y — y = z) 10. (UE)

Dabei ist in der Anwendung von SUB in 4. die Formel A genau die Formel

z = x, die Variable v; die Variable x, die Variable vy die Variable ¥, und die

Variable vs die Variable z. A[vy/v3] ist dann in der Tat x = x, und Afva/v3] ist

wie gewiinscht y = x. Die Variablenbedingung VB ist bei den Anwendungen

von UE in 10. und 11. erfiillt, weil die relevanten Variablen y und x dabei in den

Konklusionen dieser Anwendungen in 10. und 11. nicht mehr frei vorkommen.
Das Transitivitatsgesetz

o FVaVyVz(zx =y ANy =2z — x = z) (Transitivitit)

lasst sich ganz analog zeigen: Die entscheidende Anwendung von (SUB) fiihrt
dabei zur Herleitung von

VyVz(y=zANx =y = x=2z)

wobei die Formel A hier die Formel x = x4 ist, die Variable vy die Variable y,
die Variable vy die Variable z, und die Variable vs die Variable x4. A[vy/v3] ist
dann entsprechend x = y, und Afve/vs] ist wie gewiinscht z = z. Mittels der
KB-Annahme von x = y A y = z, sowie Anwendungen von UB und aussagen-
logischen Grundschlussregeln kann man dann dhnlich wie im letzten Beispiel
auf die Formel z = z schlieffen, um schiefllich die nétigen Allquantoren mittels
UE einzufiihren und so auf Transitivitdt zu schlieflen.

Mit Hilfe des neu eingefiihrten Identitétszeichens lassen sich nun auch Sétze
in der priadikatenlogischen Sprache repréisentieren, welche bisher nicht ohne
weiteres reprisentierbar waren; dies sind S#tze mit sogenannten Anzahlquan-
toren.

Unser Existenzquantor driickt ja aus, dass es mindestens einen Gegenstand
(im jeweiligen Gegenstandsbereich) gibt, der eine bestimmte Eigenschaft hat.
Wenn wir aber ausdriicken wollen, dass es hdchstens oder genau einen sol-
chen Gegenstand gibt, der eine bestimmte HFigenschaft hat, so kommen wir
mit dem Existenzquantor alleine nicht aus, wir benttigen dazu auch das Iden-
titédtszeichen. Betrachten wir dazu die folgenden Beispielsétze:

e Es gibt mindestens einen Papst.
e Es gibt hochstens einen Papst.

e Es gibt genau einen Papst.

Hannes Leitgeb: Logik I
Stand: 29.10.2020



322 KAPITEL 13. ERWEITERUNGEN DER PRADIKATENLOGIK

Der erste dieser Sitze wird — wie bereits bekannt — wie folgt reprisentiert:
e JzP(x)

Um die beiden letzten Sitze reprisentieren zu konnen, miissen wir wissen, wie
wir die beiden Phrasen ‘es gibt héchstens einen’ und ‘es gibt genau einen’ in der
pradikatenlogischen Sprache reprisentieren sollen. Dazu legen wir Folgendes
fest:

° Ehlle < 31)2VU3(A[1)3/'U1] — Vg = 1)3)
e JlwA :+» dJuA A JdhlvA

Die erste Formel besagt, dass es ein Objekt gibt, sodass alles, was die Eigen-
schaft A hat, identisch mit diesem ist ist. Das heisst aber, dass es entweder
gar kein Objekt gibt, das die Eigenschaft A hat (dann ist der Wenn-Dann-Teil
trivialerweise wahr), oder dass es genau ein Objekt gibt, das diese Eigenschaft
hat. Kurz: Es gibt hdchstens ein A-Objekt. In der zweiten Formel wird dem
dann noch hinzugefiigt, dass es auch wirklich ein A-Objekt gibt. Das ergibt
zusammengenommen die eindeutige Fristenz eines A-Objektes: es gibt genau
ein Objekt, welches die Eigenschaft A hat.

Nun koénnen wir die beiden letzten Sitze von oben wie folgt représentieren:

o JhlzP(z)
o JlzP(x)

Und dies sind dann jeweils nur Abkiirzungen fiir:
o JyVz(P(z) = y = 2)
o JdxP(x) A IYVz(P(z) >y =2)

Die eindeutige Existenz von P-Dingen (3lzP(z)) ldsst sich iibrigens auch
kiirzer — aber immer noch logisch dquivalent zu 3z P(x) A JyVz(P(2) — y = 2)
— auf diese Weise hinschreiben:

o 3u(P(z) ANVy(P(y) = = =y))

Egal welche Représentierung man wéhlt, es wird dabei jedenfalls vom Iden-
titdtspriadikat Gebrauch gemacht.

Es gibt freilich auch Satze, die von der Existenz von mehr als nur von einem
Gegenstand sprechen:

e Es gibt mindestens zwei Erzbischofe in Osterreich.
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e Es gibt hochstens zwei Bischofe in Salzburg.

e Es gibt genau zwei ordentliche Professoren/Professorinnen am Fachbe-
reich Philosophie Salzburg.

Wir wollen dazu die folgenden Abkiirzungsregeln einfiihren:
o 201 A > JuaTvuz (v # v3 A Afva/v1] A Alvs/v1])
o Jh2v1 A > FueTuzVus(Alvy/vi] — va = vg V U3 = vy)
e dI20A <> J2vA A Jh2vA
(Wir schreiben dabei kurz t; # ¢ fiir die Formel - t; = ts.)
Dies erméglicht uns, die obigen Sétze wie folgt zu représentieren:
e J22F(x,0)
e Jh2zB(x,s)
e J120(x, f)

Wenn wir von jeweils drei Gegenstdnden sprechen wollen — mindestens drei,
hochstens drei, und genau drei — so verwenden wir die folgenden Abkiirzungen:

e J3v1 A > FugTuzFuy(ve # v3 A vy # vy Avg # vg A Alve /1] A Alvs/v1] A
Alva/v1])

e Fh3v; A > FugTvgTvgVus(Afvs /1] — va = v5 V v3 = v5 V vy = v5)
e J13vA > F3vA A Jh3vA
Allgemein: Entsprechende Abkiirzungen lauten fiir ein beliebiges n so:

o nui A > FueTug ... Jupi1(ve # V3AVY # V4N AV F Vi1 A AV, F
Up41 N A[’Ug/vl] A A[’Ug/vl] VANPRAN A[Un+1/1)1])

e JhnviA < Juodvus . .. E|Un+1vvn+2(z4[’un+2/vﬂ — U2 = Up42VU3 = Upg2V
Vg = Un+2>
e dnvA <> InvA A JhnvA

Es lésst sich auch unschwer erkennen, dass manche logische Wahrheiten, die
Existenzquantoren und das Identitdtspriadikat enthalten, implizit arithmeti-
sche Wahrheiten ausdriicken: Z.B. l&sst sich

o —dx(P(z) A Q(z)) A (F22P(x) A F22Q(x)) — IMdx(P(z) V Q(z))
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auf Basis unserer erweiterten Semantik fiir die Pridikatenlogik mit Identitét
als logische Wahrheit nachweisen: Die Formel ist wahr in jeder Interpretation
und bei jeder Variablenbelegung. Dabei besagt die Formel aber nichts anderes
als: Wenn sich die Menge der P-Dinge und die Menge der @)-Dinge nicht
iiberlappen, und genau zwei P-Dinge und genau zwei @-Dinge existieren, dann
enthélt die Menge der Dinge, die P oder @ sind, genau vier Elemente. Oder
anders ausgedriickt: 2 4+ 2 = 4.

Kein Wunder, dass Philosophen wie Frege nachzuweisen trachteten, dass
sich alle arithmetischen Wahrheiten auf logische Wahrheiten zuriickfiithren lie-
Ben! (Dennoch betrachtet man dieses Programm des sogenannten Logizismus
heute als gescheitert: Weshalb das so ist, wird in Einfithrungsbiichern zur Phi-
losophie der Mathematik wie z.B. [10] behandelt.) Man sollte dabei allerdings
beachten, dass der obige logisch wahre Satz mit Anzahlquantoren einerseits
und der arithmetische Satz 2 + 2 = 4 andererseits syntaktisch ganz unter-
schiedlich gebaut sind — wie man mathematische Sétze so pradikatenlogisch
reprisentieren kann, dass deren Syntax dabei erhalten bleibt, behandeln wir
gleich in der néchsten Sektion.

Abgesehen von Sitzen mit Anzahlquantoren, erfahren auch Sétze wie

e Peter existiert.
e Alles existiert.
nun bequeme Représentierungen mittels des Identitétszeichens:
e Jxx=0p
o Vadyy =2

Beide dieser Formeln sind logische Wahrheiten, was semantisch gesehen daran
liegt, dass sowohl Individuenkonstanten als auch Individuenvariablen in der Se-
mantik der Pradikatenlogik immer etwas bezeichnen. Selbstverstédndlich lassen
sich auch beide dieser Formeln mit Hilfe von REF und SUB ohne Pramissen
herleiten, d.h. diese Formeln sind beweisbar in der Prédikatenlogik mit Iden-
titét. Zum Beispiel im ersten Falle (in dem p eine Individuenkonstante in der
vorgegebenen pridikatenlogischen Sprache ist):

e Fdxx=p
1.Vxx =z (REF)
2.p=p 1. (UB)
3. Jzx=p 2. (EE)
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In der Anwendung von EE in Zeile 3 ist ¢ die Individuenkonstante p, v die
Variable x und A die Formel z = p: A[t/v] ist dann entsprechend die Formel
p = p, die in Zeile 2. hergeleitet wurde.

Wir sehen also, dass die Einfiihrung eines logischen Identitétszeichen auch
fiir die Repréesentierung natursprachlicher Siatze und Argumente héchst niitz-
lich ist.

13.2 Andere einfache sprachliche Erweiterungen von
priadikatenlogischen Sprachen

Es gibt noch weitere Moglichkeiten, den Zeichenreichtum der préadikatenlo-
gischen Sprachen zu erweitern, ohne dabei deren extensionalen Charakter zu
verandern. Insbesondere erlauben manche Autoren, dass singulire Terme kom-
plex gebaut sind. In der Mathematik ist zum Beispiel die Rede von:

e Summe von 2 und 4
e Produkt von 2 und 4

Um die Struktur solcher singuléren Terme in der priadikatenlogischen Sprache
adédquat représentieren zu koénnen, ist es moglich, sogenannte Funktionsterme
einzufiihren, etwa

o 5(2,4)
o p(2,4)
bzw., leicht reformuliert:
e 2+4
e 2.4

Um solche singulidren Terme einfithren zu kénnen, muss im wesentlichen nur
die Definition von ‘singulérer Term’ in den pridikatenlogischen Sprachen et-
was liberalisiert werden. Die Semantik wird dann ein klein weniger komplexer,
und bei Substitutionen in Herleitungen lassen sich nun auch Funktionster-
me fiir Variablen einsetzen. Ansonsten verédndert sich aber nicht viel. Unter
Verwendung unseres neues Identitatspradikats, und gegeben die iibliche Inter-
pretation der Zahlzeichen, kimen dann beispielsweise die folgenden Formeln
als wahr heraus:

e 24+4=6
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Genauso gibt es eine weitere Gattung singulérer Terme, die von Bertrand
Russell berithmt gemacht wurden! — die sogenannten Kennzeichnungen bzw.
im Englischen: definite descriptions. Dabei werden Gegensténde benannt, in-
dem dieselben beschrieben werden. Beispiele fiir solche Kennzeichnungen wéren
etwa:

o der gegenwirtige Konig von Frankreich

e der Papst

e der Kolner Dom

e der Bundesprisident von Osterreich

e die Zahl, die kleiner als sechs und grofler als vier ist
e die Zahl, die kleiner als sechs und grofler als drei ist
e der Autor der Principia Mathematica

e die Sonne unseres Sonnensystems

e die deutsche Bundestagsabgeordnete

Obwohl man kommunikativ intendiert, dass eine Kennzeichnung genau ein
Objekt bezeichnet, sehen wir an einigen dieser Beispiele, dass dies auch “schief-
gehen” kann — dass Kennzeichnungen, im Gegensatz zu unsere Annahme fiir
singulére Terme in der Pridikatenlogik, nicht unbedingt genau einen Gegen-
stand bezeichnen miissen. Es kann ndmlich auch der Fall sein, dass kein Ge-
genstand oder aber mehrere Gegenstinde die sogenannte Basis der Kennzeich-
nung erfiillen, also den sprachlichen Ausdruck, der auf den definiten Artikel
folgt. Es ist klar, dass dies die syntaktische und semantische Behandlung von
Kennzeichnungen nicht ganz einfach macht. Wie Russell freilich gezeigt hat,
ldsst sich dennoch eine befriedigende Représentierung von solchen Kennzeich-
nungen rein mit Hilfe der aussagenlogischen Junktoren, der beiden Quantoren
und des Identitéitszeichens gewéhrleisten. Sein Vorschlag besteht darin, einen
Aussagesatz der Form

Das(jenige) Objekt x, das P ist, ist @

mittels

!Siehe [9].
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Jz(P(z) ANVY(P(y) = 2 =y) A Q(2))
zu reprasentieren. Z.B. wiirde dann

Der Bundespriisident von Osterreich ist Wirtschaftswissenschaftler
bzw.

Das(jenige) Objekt z, das Bundesprisident von Osterreich ist, ist Wirt-
schaftswissenschaftler

mittels
Jz(B(z,a) ANVy(B(y,a) = x =y) AW (z))

repréisentiert werden. Die ndmliche Formel sagt dann aus, dass (i) es we-
nigstens ein Objekt x gibt, das in der Bundesprésident-von-Beziehung zu
Osterreich (bzw. a) steht, dass (ii) dieses Objekt z identisch mit allen Ob-
jekten y ist, die ebenfalls in der Bundesprisident-von-Beziehung zu Osterreich
stehen — woraus folgt, dass dieses x das einzige Objekt ist, welches in der Bun-
desprisident-von-Beziehung zu Osterreich steht — und dass (iii) dieses = auBer-
dem noch die Eigenschaft hat, ein Wirtschaftswissenschaftler zu sein. Russell
zufolge ist dies gerade der Gehalt, der von ‘Der Bundesprisident von Osterreich
ist Wirtschaftswissenschaftler’ ausgedriickt wird: In der Kennzeichnung ‘Der
Bundesprisident von Osterreich’ steckt nimlich die implizite Annahme, dass es
genau einen Bundesprisident von Osterreich gibt, von dem dann ... ist Wirt-
schaftswissenschaftler” aussagt, dass dieser ein Wirtschaftswissenschaftler ist.
Wenn es daher keinen oder mehr als einen Bundesprisident von Osterreich
gibe, wire ‘Der Bundesprisident von Osterreich ist Wirtschaftswissenschaft-
ler’ schlichtweg falsch.

Unter Verwendung der Definition von 3! (‘es gibt genau ein’) aus der letzten
Sektion liefle sich die Russellsche Représentierung iibrigens auch so angeben:

xB(x,a) ANVz(B(x,a) = W(x)).

Aussagesiitze mit Kennzeichnungen lassen sich also schon innerhalb der Pri-
dikatenlogik mit Identitdt formalisieren, semantisch interpretieren und in Her-
leitungen verwenden. Dieses Thema, welches letztlich tief in die Sprachphi-
losophie fithrt?, geht allerdings iiber die Ziele und Zwecke dieses Buches hin-
aus. (Die Russellsche Reprisentierung von Kennzeichnungen kann bei komple-
xen Formeln zu mehr als einem moglichen Représentierungsvorschlag fithren.
Funktionsterme lieflen sich iibrigens ebenfalls als Kennzeichnungen deuten:
x + y ist ndmlich dasjenige z, welches in der dreistelligen Beziehung °... ist-
Summe von ... und ...” zu x und y steht, d.h., dasjenige z, fiir das S(z,z,y)
gilt. Aber das alles soll uns hier nicht weiter beschiftigen.)

2Siehe z.B. [14].
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13.3 Ausblick: Erweiterungen der klassischen Logik

Neben der klassischen Aussagen- und Pradikatenlogik, die das Thema dieses
Buches darstellten, umfasst das Gebiet der Logik heute eine Vielzahl von lo-
gischen Systemen, die in den verschiedensten Bereichen der Philosophie, der
Mathematik, der Informatik und der Linguistik angewendet werden. Darunter
finden sich:

Modallogik: Logik von “notwendig, das” und “mdglich, dass”
Konditionallogik: Logik des (nicht-materialen) “wenn-dann”
Epistemische Logik: Logik von “weif3, dass”
Doxastische Logik: Logik von “glaubt, dass”

Deontische Logik: Logik von “es soll der Fall sein, dass”, “es darf der
Fall sein, dass”, “es ist verboten, dass”

Temporale Logik: Logik von “es wird der Fall sein, dass”, “es war der
Fall, dass”

Handlungslogik: Logik von “handelt so, dass”

Beweisbarkeitslogik: Logik von “es ist beweisbar, dass”

Nichtmonotones Schliessen: Logik von “normalerweise gilt, dass”
Vagheit: Logik fiir vage Pradikate wie “ist ein Haufen” oder “kahlkopfig”
Wahrheitstheorien: Logische Prinzipien fiir “ist wahr” und “ist falsch”
Glaubensrevision: Logische Prinzipien fiir rationale Glaubensdnderungen
Freie Logik: Logik ohne Existenzannahmen fiir singulédre Terme
Mehrwertige Logik: Logik mit mehr als zwei Wahrheitswerten

Induktive Logik: Wahrscheinlichkeitslogik

Parakonsistente Logik: Logik, geméafl derer Widerspriiche wahr sein kénnen

Logik 2. Stufe und Mengentheorie: Logische Prinzipien fiir “fiir alle
Mengen”, “es gibt eine Menge”

Fiir all diese Systeme stellt jedoch die klassische Logik die Grundlage dar.

Hannes Leitgeb: Logik I
Stand: 29.10.2020



13.3. AUSBLICK: ERWEITERUNGEN DER KLASSISCHEN LOGIK 329

Was Sie nach diesem Kapitel beherrschen sollten:

e anzugeben, wie die Pradikatenlogisch um das Identitétspriadikat als neu-
es logisches Zeichen erweitert werden kann (syntaktisch, semantisch und
in Hinblick auf Herleitungsregeln);

e anzugeben, wie sich Anzahlquantoren mit Hilfe des Identitétspridikats
und weiterer logischer Zeichen ausdriicken lassen;

e anzugeben, wie sich Kennzeichnungen mit Hilfe des Identitéitspriadikats
und weiterer logischer Zeichen ausdriicken lassen.
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Kapitel 14
Epilog

Hannes Leitgeb trifft wiederum Herrn P auf der Strafle.

H: Servus!

P ...

H: (Nicht iiberrascht, doch nun laut) Grif8 Dich, P!!

P: (Aufblickend) Entschuldige vielmals: Ich denke gerade iiber ein philoso-
phisches Problem nach, das mich seit Wochen beschéftigt. Aber noch wichtiger:
Wie steht es denn um dein Biiro?

H: Alles gliicklich erledigt. Mein Biiro ist mobliert und mit einem Computer
versehen, das Sekretariat funktioniert wunderbar, und ich verirre mich auch
nicht mehr auf dem Weg dahin. Was will man mehr? Du brauchst Dich also
jetzt nicht mehr vor dem Nichts in meinem Biiro zu fiirchten. (Grinst)

P: Davor kénnte ich mich gar nicht fiirchten. Es ist nicht der Fall, dass es
ein x gibt, das damals in deinem Biiro war, aber ist es sehr wohl so, dass es ein
x gibt, das jetzt in deinem Biiro ist. Na und? Was ist daran beunruhigend?

H: (Erstaunt) Ah, entschuldige, ich dachte nur.

P: Kein Problem. Hast du Dir iibrigens deinen alten Schreibtisch noch liefern
lagsen?

H: Nein, letztlich ist es doch ein neuer Schreibtisch geworden. Es war mir
einfach zu gefahrlich, die Eigenschaften des alten Schreibtischs zu veréndern:
Dann hétte er ja vielleicht zugleich zueinander widerspriichliche Eigenschaf-
ten bekommen konnen, und dann héitte jeder beliebige Satz gefolgert werden
konnen, und wer weif, was dann passiert wire? (Grinst wieder)

P: Du machst Dich wohl ein wenig lustig iiber mich. Aber ich verstehe, was
du meinst: Hétte dein alter Schreibtisch wirklich zugleich die Eigenschaft P
und die Eigenschaft nicht-P gehabt, dann wéren also Sitze der Form P(a)
und —P(a) der Fall gewesen. Und aus diesen beiden Sétzen liele sich mittels
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der Ex Contradictione Quodlibet Regel jeder beliebige Satz B logisch folgern.
Man brauchte iibrigens zu diesem Zwecke diese Regel gar nicht anzuwenden:
Nimm einfach —B an und beginne einen indirekten Beweis: Mit Hilfe der Kon-
junktionsregel lisst sich dann auf Basis unserer beiden Prémissen der Satz
P(a) A—P(a) herleiten. Das ist ein Widerspruch: Also diirfen wir den indirek-
ten Beweis beenden und auf B schlielen. Fertig! Die Regel fiir den indirekten
Beweis und die Konjunktionsregel sind also schon ausreichend, um das, was
du vorhin geduflert hast, rekonstruieren zu konnen. Aber natiirlich hat das
alles nichts mit deinem alten Schreibtisch zu tun: Der hétte gar nicht zugleich
eine Eigenschaft P und die Eigenschaft nicht-P haben kéonnen. Was du mein-
test war wohl: Er hiatte zum Zeitpunkt ¢ die Eigenschaft P, zu einem anderen
Zeitpunkt t' aber die Eigenschaft nicht-P haben kénnen. Nur ist daran nichts
Widerspriichliches: P(a,t) und —P(a,t’) kénnen ohne Probleme beide wahr
sein, und natiirlich folgt aus den beiden zusammengenommen nicht jedes be-
liebige B...

H: (Mit offenem Mund) Ich. ..

P: Du solltest Dich etwas klarer ausdriicken in Zukunft.

H: ... erkenne Dich gar nicht wieder.

P: Lassen wir das. Erzahl weiter.

H: Ich habe wirklich nur Spafl gemacht. Das Problem mit meinem alten
Schreibtisch war in der Tat ein anderes. Die Uberlegung war diese: Wenn
mein alter Schreibtisch von daheim mit dem Lastwagen geliefert wird, dann
stelle ich ihn gerne in mein Biiro. Und nur wenn mein alter Schreibtisch von
daheim mit dem Lastwagen geliefert wird, stelle ich ihn in mein Biiro.

P: Anders ausgedriickt, du dachtest: Deinen alten Schreibtisch von daheim
stellst du ins Biiro genau dann, wenn er mit dem Lastwagen geliefert wird.
Lass mich raten: Es hat nicht geklappt, ihn mit dem Lastwagen liefern zu
lassen?

H: Genau. Ich frage mich aber immer noch, wieso du heute. . .

P: Ich wollte nicht unterbrechen. Wo in deinem Biiro hast du denn nun
deinen neuen Schreibtisch aufgestellt?

H: Nanu: Das ist ja gar keine philosophische Frage!?

P: (Verwundert) Natiirlich nicht. Wir unterhalten uns doch nur tiber dein
Biiro und seine FEigenschaften. Entweder du hast deinen neuen Schreibtisch
links im Biiro aufgestellt oder eben nicht links — eine der beiden Moglichkeiten
muss der Fall sein. Das ist ja schon logisch wahr.

H: Du erstaunst mich heute jedesmal aufs Neue.

P: Jetzt méchte ich aber doch noch wissen, welche der beiden Mdéglichkeiten
eingetreten ist.

H: Ah: Weil du immer noch glaubst, dass ganz allgemein die Wahrheit von
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Satzen von unserem Wissen iiber die Sétze abhéngig ist?

P: Unsinn, die Wahrheit dieser Sétze hat doch nichts mit meinen inneren
Zustidnden zu tun. Nein, einfach weil ich neugierig bin, wenn das o.k. ist.

H: Natiirlich ist es das, entschuldige bitte. Die Antwort ist: Ich habe meinen
neuen Schreibtisch nicht links aufgestellt, sondern in der Mitte meines Biiros.
Ist das ausreichend beantwortet?

P: Es ist wahr. ..

H: Ha! Fragen sind keine Aussagesiitze, also konnen sie gar nicht wahr oder
falsch sein, und. ..

P: Du hast mich unterbrochen: Es ist wahr, dass es nicht ideal ist, wenn ein
Schreibtisch nicht zentral in einem Biiro steht.

H: Ach so. Ja. Genau.

P: Und bei der geplanten Lokalitét ist es auch geblieben: Die Ludwigstrafe
31 ist der Ort des Gebédudes, in dem sich dein Biiro befindet?

H: So ist es. Du kannst mich also auch leicht besuchen kommen: Die Lud-
wigstrafle 31 ist ja gleich um die Ecke. ..

P: ... und weil die Ludwigstrafle 31 diese Eigenschaft hat, und die Ludwig-
strafle 31 identisch dem Ort des Gebéudes ist, in dem sich dein Biiro befindet,
muss dasselbe auch fiir den Ort des Gebdudes gelten, in dem sich dein Biiro
befindet. Ich weif3.

H: (Wieder mit offenem Mund) Das hétte ich nicht besser sagen kénnen.

P: Ich weifl. Und ich werde Dich sehr gerne sehr oft besuchen kommen.

H: Irgendetwas ist heute anders an dir. Ich frage mich. .. Hmm: Was ist die
logische Form von ‘Der Morgenstern ist der Abendstern’?

P: Es handelt sich um einen Identititssatz.

H: Und von ‘Der Morgenstern ist ein Planet’?

P: Ein atomarer Satz, aber kein Identitéitssatz.

H: Kann man aus ‘Jedes Ereignis hat eine Ursache’ logisch folgern ‘Es gibt
etwas, das alle Ereignisse verursacht’?

P: Natiirlich nicht. Das eine ist ein V3 Satz, der andere ein 3V Satz, und es
lésst sich leicht zeigen, dass. ..

H: Wie lautet die Variablenbedingung bei der Regel der universellen Einfithrung?

P: Die relevante Variable vy darf weder in einer der relevanten Primissen
oder Annahmen, noch in der Konklusion frei vorkommen. Soll ich es dir ge-
nauer aufschreiben?

H: Nicht notig. Mein lieber Freund P, du bist iiberfiihrt — Hand aufs Herz:
Du warst in meiner Logik-Vorlesung!!!

P: Natiirlich.

H: Natiirlich?

P: Natiirlich. Jeder Philosoph und jede Philosophin muss zumindest die
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Grundziige der Logik kennen und beherrschen, sonst wird es ihm/ihr einfach
am klaren Denken und Sprechen mangeln. Und wie soll er/sie dann je etwas
zu den wesentlichen philosophischen Fragestellungen beitragen kénnen, so wie
derjenigen, iiber die ich seit Wochen nachdenke?

H: Jetzt hast Du mich aber neugierig gemacht: Worum handelt es sich denn
dabei?

P: Das will ich Dir gerne erkldren. Gehen wir doch auf einen Kaffee, nehmen
wir ein Blatt Papier zu Hand, und ich kritzle Dir dann auf, was ich meine. Das
wollte ich ohnehin tun: Denn es scheint, ich brauche etwas Logik zweiter Stufe,
ein wenig einfache Modallogik und ein bisschen etwas zu Abstraktionsprinzipi-
en, um meine neue philosophische These formulieren und fiir sie argumentieren
zu konnen. Diirfte ich dich gleich dazu befragen?

H: Aber gerne. Wir werden in Zukunft {ibrigens eine Menge Lehrveranstal-
tungen zu diesen und anderen logischen Themen anbieten, und diese Lehrver-
anstaltungen werden allesamt auf meiner Logik 1 - Vorlesung aufbauen.

P: Das hatte ich gehofft. Ich werde mir sicher einiges anhtren und einige
meiner Studierenden ebenfalls.

H: Das ist nett.

P: Das ist notwendig. Also, dann gehen wir endlich. Wir kénnen auf dem
Weg zum Cafe ja schon mal anfangen: Stell Dir vor, jemand wére ein Idealist
und mochte daher annehmen, dass die Existenz aller Dinge von ihm selbst
abhéngt. Etwa: Fiir alle Dinge z gilt, es ist notwendigerweise so, dass, wenn x
existiert, diese Person ebenfalls existiert. Wie formuliere ich dies nun prézise:
VzO. .. (Gestikuliert und macht sich auf den Weg)

H: (Murmelt) Das konnte anstrengend werden. (Wischt sich iiber die Stirn)
Aber gut anstregend... Hey, warte auf mich! Fangen wir ganz von vorne an:
Mit [ meinst Du metaphysische Notwendigkeit, nehme ich an...

P und H gehen ins Gesprich vertieft {iber die Strafie. Ein Autofahrer bremst
rechtzeitig: Philosoph(inn)en. .. denkt er und l&chelt.

Stay logical! :-)
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